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Kapitola 4

Splnitelné modulové tedrie

Na ziskanie vodi¢ského opravnenia skupiny B sa okrem tspesného vyko-
nania skisky pozaduje minimalny vek v den skusky aspon 17 rokov, pricom
ak to bolo vo veku menej ako 18 rokov, tak je pozadované pri vydavani vo-
di¢ského preukazu aj zaevidovanie osoby skiseného spolujazdca. Pri pouziti
vyrokovej logiky by tato podmienka mohla byt reprezentovana napriklad v
tvare zlozenej vety

skuska N\ —vek_pod_17 A (vek_pod_18 — spolujazdec)

kde $tyri pouzité symboly st najmensimi stavebnymi jednotkami, ktoré st
interpretované ako pravdivé alebo nepravdivé. Pri hladani vhodnej inter-
pretacie symbolov sa vychadza iba z faktu, ¢i dand interpreticia symbo-
lov reprezentuje model vety alebo nie. Neprihliada sa k tomu, Ze symboly
mozu mat interpretaciu ovplyvnend tym, ¢o vlastne reprezentuju. Pre dani
logickti vetu sa preto sktima vSetkych 16 moznych interpretécii a nepri-
hliada sa k tomu, Ze zo sémantického hladiska uvazovat platnost symbolu
vek_pod_17 a stcastne sa snazif interpretovat symbol vek_pod_18 ako ne-
pravdivy je nezmyselné.

Problémom je to, ze symboly nemaji ziadnu vnutornt struktaru, ktord
by vyjadrila, ze nejaky symbol méze suvisiet s inym symbolom (napr. sym-
boly vek_pod_17 a vek_pod_18 sa oba vztahuju na vek nejakej osoby). Ta-
kato informéacia sa pri pouziti vyrokovej logiky straca, ¢o ochudobnuje jej
vyjadrovacie moznosti pri pouziti ako modelovacieho nastroja.

Ak by v8ak symboly mohli mat nejak(i vnitorni Struktiru, uvedeny
fakt by mohol byt reprezentovany napriklad v tvare logickej vety

skuska N\ —(vek < 17) A ((vek < 18) — spolujazdec)
kde skuska a spolujazdec st aj nadalej logickymi symbolmi, avSak vek

je celoCiselnd alebo redlna premenna. Vyrazy vek < 17 a vek < 18 su

97

ABSENCIA
STRUKTURY

VNUTORNA
STRUKTURA




“kniha” — 2020/11/20 — 22:47 — page 98 — #98

ILUSTRACNY
PRIKLAD

Reprezentacia znalosti a rieSenie tiloh

-

\

Uloha: Kamardti Fero, Ondro, Stano, Rudo a Jaro si chei pripravit nieco
pod zub. Ruk je dostatok, problematickym je vsak vybavenie kuchyne. K dispo-
zicii su iba krajac (K), vari¢ (V), mizér (M) a doska (D) na pripravu cesta.
Dohodli sa na priprave niekolkiyjch jeddl, pricom priprava kaZdého z nich vy-
Zaduje vyuZivanie niektorych sucasti vybavenia kuchyne v presne stanovenom
poradi a pocas presne stanovenej doby, urcenymi receptom daneho jedla:

1. krémovd zeleninovd polievka: Krdjac¢ 5 min, Vari¢ 25 min, Mizér 5 min

2. $ulance so strihankou: Varié 20 min, Doska 20 min, Vari¢ 15 min

3. lekvdrové pirohy: Doska 17 min, Vari¢c 15 min
kde napriklad priprava polievky najprv obsadi krdjac¢ na 5 casovych jedno-
tiek, po wvolnend krdjaca obsadi vari¢ a napokon po uvolnent varica vyZaduje
pouzitie mizéra. Pre sprdvne vykonanie ¢innosti musi byt dodrzané, Ze

e cinnosti kaZdého receptu musia byt vykondvané v sprdvnom porads,

e kaZdd cinnost must trvat potrebni dobu bez toho, aby bola prerusend,

e na kaZdom kuse vybavenia mozZe v nejakej dobe byt vykondvand ¢innost

iba jedného receptu.

Ulohou je vytvorit ¢asové priradenie jednotlivijch operdcii na jednotlivé zaria-
denia umoznujuce aby vsetky jedld boli pripravené do hodiny a pol.
Reprezentacia: Uvedeny problém je reprezentovany ako zloZend logickd
veta, vyuZivajica atomy rozdielovej logiky, ktord md tvar:

S1.x > 0)A(S2.v1 > 0)A(S3p >0)

S1,x +5<S1,v)A(S1,y +25<S1m)A(S2v1+20<S5p)
So.p+20 < Sy v2) A(S3p+17 < S3v)
S1v+25<8S3v1)V(Sav1+20<S1v))
S1v+25<8S3v2)V(Sava+15<S1y))

1,v +25<S31)V (Ssv+15< S1y))
Sov1+20<S5v)V(Ssy +15<S2v1))

So,va+15 < S3v) V (S3v +15 < Sz v2) )
Sop+20<S3p)V (Ss,p+17<S3p))

S1m 45 < Thas) A (S2,v2 + 15 < Thag) A (Ss,v + 15 < Thag)

> > > > > > > > > >
/-\AA/{Q\/-\/-\

Riesenie: Pre celkovy poZadovany cas je jedniym z moZnich riesend volnejsi
rozurh Sl,K = 0, SI,V = 5, Sl,M = 30, 527\/1 = 30, SQ7D = 50, 527‘/2 = 70,
Ss.p =0, a S3 v =50 s celkovym casom 85 minit, zatial o inym z moZnijch
riesent je kompaktnejsi rozvrh S1 g = 0, S1,v = 20, S1,m = 45, Sov1 = 0,
Sa,p =20, Sov2 =60, S3p =0 a S35y =45 s celkovym casom 75 minit.

Tlustr. 4.1: Priklad pre reprezentéciu rozdielovou logikou D
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nadalej interpretovatelné ako logicky pravdivé alebo nepravdivé (a teda je
mozné odvodit pravdivost vety ako celku), avSak tato interpreticia uz nie
je Tubovolné ale zalezi na

e hodnote premennej vek,
e interpretacii znaku <.

Vyrokova logika bola doplnend tedriou T (Casto je oznaCovana ako
background tedria alebo modulovd tedria) — v uvedenom pripade T repre-
zentuje tedriu nerovnosti nad celymi alebo redlnymi ¢islami. Nerovnosti
vek < 17 a vek < 18 st oznacované ako atomy, reprezentujice vyrazy zo-
stavené zo stavebnych blokov, poskytnutych tedriou 7. Interpretacia tychto
atémov ako pravdivych alebo nepravdivych je dana vzhladom na pouziti
tedriu 7.

Uvedeny pristup obohacuje reprezentaciu pomocou logickych symbolov
vyrokovej logiky o pouzivanie atémov v tom zmysle, ako s definované v
pouzitej modulovej tedrii. Formalne je syntax vytvaranych viet definovana
v Tab. 4.1.

< veta >
< atomicka veta >
< zlozena veta >

< atomicka veta > | < zloZend veta >

T | L] < symbol > | < atém >

< unarny operator > < veta >

< veta > < binarny operator > < veta >
( < veta >)

identifikdtor

- ...

VIAlT= e[t

< symbol >
< unarny operator >
< binarny operator >

Tab. 4.1: Syntax vyrazov modulovych tedrii

Syntakticky sa atém dé rozlozit, mé svoju vlastnt struktaru. Tato Struk-
tura je vSak zavisla od toho, aké prvky st poskytované tedriou 7 a akym
sposobom ich tato tedria umoziuje kombinovat.

Pri hladani modelu sa na rozdiel od ¢isto vyrokovej logiky nepozaduje
vSeobecné splnitelnost ale splnitelnost vzhladom na nejaka tedriu 7, ktora
fixuje interpretaciu tych stavebnych blokov, z ktorych st vytvorené atémy.
Takéato splnitelnost sa oznacuje ako T -splnitelnost. Napriklad v pripade
celodiselnej aritmetiky pri hladani modelu vety

—(vek < 17) A —(vek < 18)
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nie je zdujem najst nejaktl nestandardnd interpretaciu symbolu <, ktora
by zabezpecila platnost uvedenej vety. Namiesto toho sa skiima, ¢i dand
veta moze byt pravdivé v interpretécii, v ktorej < reprezentuje Standardné
usporiadanie nad celymi ¢islami.

Vytvaranie jednotlivych atémov pozostava v zasade z dvoch po sebe
idtacich krokov:

e identifikdcia vhodnej modulovej tedrie,
e mapovanie prvkov tedrie na rieseny problém.

Struktura problému stanovuje, aky typ informécii je potrebné reprezento-
vat — ¢i je potrebné pracovat s numerickymi hodnotami (a ak &no; aky
typ hodnot je potrebné pouzit), s poliami, vektormi, funkciami, atd. Po
identifikdcie tedrie ostava uz iba rozhodnut, ktoré prvky problému budia
reprezentované ktorymi prvkami vybranej tedrie.

Priklad 4.1 Pouzitie atémov nejakej modulovej tedrie je mozné uka-
zat na ilustracnom priklade zo strany 98. KedZe je potrebné reprezentovat
Casové priradenie jednotlivych operacii na jednotlivé zariadenia, tak zakla-
dom reprezentacie budi numerické premenné oznacované S, ,, kde index x
reprezentuje ¢islo receptu a y reprezentuje operaciu na niektorom zo zaria-
deni. Samotnd premennd bude svojou hodnotou reprezentovat ¢as zaciatku
vykondvania operdcie — tak napriklad S; x reprezentuje cas zaciatku kra-
jania v prvom recepte zatial ¢o S; 2 reprezentuje zaciatok druhej fazy
varenia v druhom recepte.

Ziadna operacia nemoze zacat skor ako zaciatok samotného varenia.
Pritom toto je potrebné definovat iba pre prvé operacie kazdého receptu,
pretoZe ostatné operédcie budu na tieto nadvizovat. Ak za zaciatok varenia
bude pre jednoduchost zvoleny ¢as 0, tak je potrebné definovat tri pod-
mienky (ako tri atémy)

S,k >0 Saov1 >0 S3,p >0

po jednej pre kazdy z receptov.

Poradie operacii v kazdom recepte je presne dané, ziadna operacia ne-
moze zacat skor nez skonéi predchddzajica operacia daného receptu. Ta-
kymto spdsobom je potrebné zabezpecit suslednost kazdej dvojice operacii,
nasledujucich za sebou. Kedze ¢as skonéenia operacie sa da vyjadrif ako
sucet Casu jej zaciatku a doby jej trvania, tak pre dany priklad je potrebné
definovat p#f podmienok

Sik+5< Sy S3p+17< S35y
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zacinajucich od prvej dvojice operécii prvého receptu az po poslednit dvo-
jicu operacii tretieho receptu.

KedZe na jednom zariadeni moze byt vykondvana v nejakom case iba
jedna operécia a az po jej skonceni dalSia operécia, tak pre kazda dvojicu
operacii z dvoch réznych receptov, pozadujucich to isté zariadenie, je po-
trebné stanovit, Ze jedna z nich moze zacat az po ukonceni druhej. Jediny
problém je v tom, Ze nie je jasné, ktora operécia z dvojice bude vykonana
skor a ktord neskdr — a teda je potrebné uvazovat kazdi z moznosti. Pod-
mienka pre varenie v prvom recepte a prvu fazu varenia v druhom recepte
bude mat tvar

S1v+25< Sy VSav1 +20< Sty

kde prvé céast predpoklada vykonanie najprv operécie z prvého receptu a az
po nej operacie z druhého receptu, zatial ¢o druhé ¢ast podmienky zohlad-
nuje poradie opacné. Kedze sa predpokladd pouzitie iba jedného poradia
(avSak nevie sa ktorého), tak obe ¢asti podmienky s spojené disjunkciou.
Takychto podmienok je potrebnych Sest — pét pre vari¢ a jednu pre dosku
na cesto.

Kazdy recept musi byt realizovany maximalne do doby ukondcenia va-
renia (¢as Tinaq). Zabezpedit sa to d4 podmienkami, pozadujucimi aby po-
sledna operacia kazdého receptu skoncila skor alebo presne v case Tynaz-
Dostaneme tri podmienky

SI,M +5< Tmaz SZ,VQ +15 < Tmax SS,V +15 < Tmax

kazdu pre jeden z receptov.
No a kedZe doba varenia je obmedzend, je to potrebné vyjadrit jedno-
duchou podmienkou
Trmax < 90

zohladriujticou pozadovani maximéalnu dobu pripravy.
Vsetky definované podmienky musia byt splnené a preto musia byt spo-
jené konjunkciou do vyslednej reprezentacie v tvare jednej zlozenej logicke;j

vety. o

V predchadzajicom bola ako modulova tedria pouzité tedria ¢isel v POUZIVANE
spojeni s operatormi + a <, definujucimi skladanie ¢isel a ich vzadjomné MODULOVE
porovnavanie. Tym bol dany typicky tvar pouzitych atémov. Sti¢asne Stan- TEORIE
dardnd sémantika spristupnenych operatorov poskytuje navod, ako inter-
pretovat jednotlivé atémy z hladiska ich pravdivosti alebo nepravdivosti.

Pri pouziti inej modulovej tedrie by atémy mohli byt skladané z inych sta-
vebnych elementov, mat iny typicky tvar a ich interpreticia by mohla byt
zaloZend na inej sémentike.
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Reprezentacia tlohy rozhoduje o tom, aké tedria 7 by mala byt pou-
Zitad v spojeni s vyrokovou logikou. KedZze vSak od pouzitej tedrie zavisi aj
sposob a efektivita procesu hladania modelu, tak pri praktickom pouziti je
typické pouzivanie iba urcéitého malého poctu tedrii. Najcastejsie pouziva-
nymi tedriami st

e tedria rovnosti s neinterpretovanymi funkciami,

e linedrna aritmetika,

e aritmetika bitovych vektorov,

e logika poli,

e smernikova logika.

V dalsom sa zameriame na zrejme najcastejie pouzivana linedrnu aritme-
tiku ako aj jeden jej fragment, ¢asto vystupujici ako samostatné tedria pod
nazvom rozdielovd logika.

Rozdielova logika. Atémy pouzivajii nerovnostné relacné operatory so
standardnou interpretaciou, definujicou usporiadanie na mnozine ¢isel. Sa-
motné atéomy st obmedzené na tvar

X —-Y e

kde > reprezentuje operator nerovnosti (teda niektory z relaénych opera-
torov <, <, > a >). Uvedeny tvar zahfna vzdy dve premenné a jednu
konstantu — jednad sa teda o vzajomné odliSenie (rozdiel hodnét) dvoch
premennych?.

Pouzitim tejto logiky je mozné reprezentovat aj nasledujtce pripady,
ktoré nie s priamo v pozadovanom tvare:

e X —Y =¢ako konjunkciu (X —Y <c)A (X -Y > ¢),
e X <Y pomocou pridania nulovej konstanty X —Y < 0,

e X < cako X — Z, < ¢ s pridanim Specialnej premennej Zj, ktorej
hodnota musi byt vzdy 0.

Pre negaciu (komplement) atému plati =(X —Y x1¢) = X — Y- ¢, kde
— B4 oznacuje zmenu, pri ktorej sa < meni na >, < na >, >na < a > sa
meni na <.

Premenné mozu byt definované nad oborom celych ¢isel (celéiselna roz-
dielova logika) alebo redlnych ¢isel (redlna rozdielova logika).

'Rozdielova logika sa preto niekedy oznacuje aj ako separaéna logika.
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Linearna aritmetika. Atémy maja tvar linedrnych ohraniceni v tvare
rovnosti alebo nerovnosti (ostrych alebo neostrych). St teda ohranic¢ené na
niektory z nasledujtcich tvarov

a1 X1+...a, X, =b a1 X1+ ...a, X, XD

kde > opif reprezentuje operator nerovnosti, zatial ¢o a; a b reprezentuju
¢iselné konstanty. Syntax atémov tejto tedrie je uvedena v tab. 4.2.

< atém > = < vyraz > < relacia > < vyraz >
< vyraz > = < term > | < vyraz > < operadtor > < vyraz >
< term > < konstanta >

< premenna >

< konstanta > * < premennd >
=|<|<|>]=z

+ |-

< relacia >
< operator >

Tab. 4.2: Syntax atémov linearnej aritmetiky

Pouzitim tejto logiky je mozné reprezentovat aj nasledujice pripady
iného tvaru

e a1 X1...a, X, < 1Y1...cnY,, pomocou pridania nulovej konstanty
a1 X1...a,Xp —C1Y1... —Cn Y < O,

e a1 X1...0,Xp+b1 < c1X1...c,X,+bo pomocou zoskupenia konstant
(a1 — Cl)Xl <\ (an s Cn)Xn < by — by.

Pre negaciu (komplement) atému plati rovnaké zmena ako v rozdielovej lo-
gike s vynimkou, ked negécia rovnosti sa meni na konjunkciu dvoch ostrych
nerovnosti.

Niekedy sa pouzivaju iba fragmenty tejto tedrie — jednym takym frag-
mentom je aj rozdielova logika, obmedzujtica pocet premennych (na dva),
tvar ich koeficientov (na +1 a -1) a rela¢né operatory (na nerovnosti).

Pri hladani modelu vo vyrokovej logike sa hladala také interpretacia vy-
rokovych symbolov, na zaklade ktorych veta ako celok bola interpretovana
ako pravdiva. Podobne sa teraz hlada interpretacia vyrokovych symbolov
a atémov pouzitej modulovaj tedrie.

Ak takéato interpretacia nezohladnuje struktiru pouzitych atémov (jed-
noducho im priradzuje pravdivost alebo nepravdivost bez ohladu na ich
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skutoénu Strukturu a vzédjomné zavislosti) a pritom vedie na pravdivost
vety, potom hovorime o vjrokovom modele danej vety, Tento vyrokovy mo-
del moze ale nemusi byt stcasne aj T-splnitelny — v pripade Ze nie je,
tak v koneénom désledku potom nie je modelom danej vety pri zohladneni
pouzitej modulovej tedrie.

Priklad 4.2 Pre ilustraciu hladania modelu uvazujme vetu pozostavajicu
z piatich literdlov, vytvorenych ako nad symbolmi tak aj nad atémami,
tvaru

(PVQ)Nz—3y>0A~(x+3y<6)A(—-QVy—ax>0)

kde P a () st vyrokovymi symbolmi a = a y st readlnymi premennymi.
KedZe nie je mozné najst také dve redlne ¢isla, pre ktoré by podmienky
x—3y > 0ay—x >0 boli sicasne splnené, tak interpreticia

o [ ={Pl=FALSE, Q' = TRUE, (x —3y>0)! =TRUE, (v +3y <
6)! = FALSE, (y—x > 0)! = TRUEY je vyrokov§m modelom danej
vety, ktory vSak nie je T-splnitelny,

e [ ={P'=TRUE,Q' = FALSE, (x —3y > 0)) = TRUE, (v + 3y <
6) = FALSE, (y—x > 0)! = FALSE} je vyrokovym modelom vety
a sucasne je aj T-splnitelnym,

o [ ={P' =FALSE, Q" =TRUE,(x —3y > 0) =TRUE, (z + 3y <
6)! = FALSE,(y —x > 0)! = FALSE} nie je vyrokovym modelom
vety.

V kone¢nom dosledku teda iba stredna interpretacia je modelom danej vety

pri zohladneni modulove;j tedrie. o

Efektivne hladanie modelu by sa dalo dosiahnut takym prispdosobenim
vSeobecnych inferenénych metéd, aby zohladiiovali iba tie interpretacie,
ktoré st konzistentné s uvazovanou teériou 7 — napriklad pomocou pri-
dania axiém tedrie 7. Toto vSak je mozné iba pre niektoré tedrie (napr.
tedria realnych ¢isel nie je zachytitelnd kone¢nou mnozinou formuli). Preto
schodnejsou alternativou je pouzitie metdd Specializovanych na pouzitii mo-
dulovi tedriu 7.

Sposoby urcenia splnitelnosti viet s ohladom na pouzitii modulov te-
6riu mozu byt rozdelené do dvoch zékladnych pristupov:

e vcasna kontrola,

e neskoréa kontrola.
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Tieto pristupy sa odli§uju tym, kedy sa zohladiiuje pouzitd modulovéa tedria
— pri v¢asnej kontrole proces zacdina touto tedriou, zatial ¢o pri neskorej
kontrole proces zacina inym sposobom a modulové tedria sa zohladiiuje
(kontroluje) v neskorsich fazach.

Pri véasnej kontrole je veta transformovana do tvaru vyrokovej CNF
(neobsahujiicej atémy iba symboly, z ktorych niektoré zastupuji atémy
alebo aj samotnu tedriu), ktorej splnitelnost moze byt kontrolovand SAT
solverom. Ak tento solver njde vyrokovy model transformovanej vety, tento
model bude stcasne T -splnitelny.

Transformované veta je vo¢i pdvodnej vete ekvisplnitelnd — je splnitelna
vtedy a iba vtedy, ak je splnitelné aj veta povodna. Transformécia je teda,
zaloZené na pouziti sekvencie transformacii, ktoré zachovavaju splnitelnost.
Kazda tedria T vyzaduje ad-hoc transforméacie, ktoré nie su prenositelné
na ina teériu. Problém najdenia T -splnitelného modelu je nahradeny prob-
lémom najdenia vhodnej transformacie do vyrokovej CNF.

Alternativou je neskord kontrola, ktora vyzaduje existenciu T solvera,
schopného rozhodnif o splnitelnosti konjunkcie atémov vytvorenych podla
pouzitej tedrie. Tento solver je kombinovany so SAT solverom do Strukttry
SMT solvera podla obr. 4.1.

SAT solver

Y
T solver

Obr. 4.1: Strukttra SMT solvera

SAT solver sluzi pre nachadzanie interpretacie, ktora je vyrokovym mo-
delom sktimanej vety. Po najdeni takejto interpretacie je ta jej cast, ktord
sa tyka atémov modulovej tedrie, postipend v tvare konjunkcie atémov na
vstup 7 solvera, ktory rozhodne o 7T -splnitelnosti. V pripade, ze konjun-
kcia atémov je oznacend za T -nesplnitelnii, SAT solver pokracuje v hladani
nového vyrokového modelu. V opa¢nom pripade bola potvrdend vhodnost
vyrokového modelu aj z hladiska 7 -splnitelnosti.

Castym reprezentantom uvedenej strukttry je DPLL(T), kde SAT sol-
ver je zalozeny na vyuziti DPLL algoritmu (vratane modernych doplnkov
ako vyberové heuristiky, analyza konfliktov a ucenie sa novych klauzul).
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Priklad 4.3 Ak by v predchadzajicom priklade, kde sa hladal model
vety

(PVQ)Nz—3y>0A-(x+3y<6)A(—-QVy—x>0)

SAT solver nasiel interpretaciu I = {P! = FALSE,Q! = TRUE, (z—3y >
0 = TRUE, (z + 3y < 6)! = FALSE,(y —x > 0)f = TRUE}, tak na
vstup 7 solvera postipi konjunkcia atémov (pri¢om namiesto atému, ktory
je interpretovany ako nesplneny, je pouzity jeho komplement)

r—3y>0ANx+3y>6Ay—x>0

na kontrolu 7-splnitelnosti. R

Pre zvysenie efektivnosti hladania mdZu oba solvery spolupracovat in-
krementdlnym sposobom. Nie je potrebné cakat, az SAT solver vygeneruje
interpretaciu pre vSetky pouzité symboly a atémy, ale uz po vygenerovani
nejakej parcidlnej interpretacie je mozné zapojit 7 solver pre testovanie
atémov tejto parcialnej interpretacie. V pripade uspesného testu a dalSieho
rozsirenia parcidlnej interpretacie o dalsi atém, je 7" solver opiit aktivovany,
pricom v ramci testovania neopakuje toto testovanie odznovu ale spracuje
v nom iba tie testy, ktoré sa tykaji novo pridaného atému.

T solver moze v pripade identifikdcie nekonzistencie poskytnat SAT
solveru nielen informaciu o nekonzistencii skupiny atémov ale aj o pri-
¢ine nekonzistencie — vo forme klauzuly, ktorej splnenost vylucuje dani
nekonzistenciu. Tato klauzulu méze SAT solver pouZif pre zvySenie svo-
jej efektivnosti rovnakym spdsobom, ako pouziva klauzuly, ktoré sa naucil
sam (napriklad solver zalozeny na DPLL algoritme s doplnenym ucéenim
konfliktnych klauzil).

V. _predchadzajucom obdobi boli objavené Specializované rozhodovacie
procedury pre cely rad tedrii (¢i uz kompletnych alebo iba niektorych ich
fragmentov), ktoré mozu byt pouzité v praktickych aplikdciach v tulohe T
solvera. Tieto proceddry umoziuju urcovat splnitelnost logickych vyrazov
nad atémami modulovych tedrii vzhladom na tieto modulové tedrie. Preto
pri praktickom pouZiti je potrebné presne urcit, ktora tedria je pouzité pre
reprezentaciu tlohy.

Tieto rozhodovacie procedury zvycajne vyzaduju vstup v tvare kon-
junkcie atémov, bez pouzitia inych logickych operatorov. V pripade vety
vSeobecného tvaru by preto najprv bolo potrebné transformovat vetu do
tvaru DNF a potom postupne preskiimavat jednotlivé konjunkcie atémov
z hladiska ich T-splnitelnosti. Alternativou by bolo spajat atémy do kon-
junkcii podla toho, ¢ by sa vyskytli v konjunkcii po transformécii vety na
DNF — avsak bez explicitného vykonavania tejto transformaécie.
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Pre kontrolu 7 -splnitelnosti konjunkcie linedrnych nerovnostnych ohra-
nic¢eni nad redlnymi premennymi (konjunkcie atémov linedrnej aritmetiky
s relaciou nerovnosti) je mozné pouzit Fourier-Motzikinovu metédu elimi-
nacie premennych. Vstupom je m ohraniceni nad n premennymi x; az x,
tvaru

~

n
Z Qa; ;5 > bz'
j=1

=1

kde > reprezentuje operator nerovnosti (teda relaény operator z mnoziny
{<,<,>,>}) a koeficienty a; j a b; st realne konstanty.

Ak by sa medzi ohrani¢eniami vyskytli aj ohrani¢enia rovnosti (s relac-
nym operatorom =), tak z kazdého takéhoto ohranic¢enia je mozné vyjadrit
jednu premennu v zavislosti na ostatnych premennych. Dosadenim tejto
zévislosti za dant premennt do ostatnych ohraniceni sa d4 dand premenna
eliminovat a dané ohranicenie vypustit. V pripade vyskytu relacného opera-
tora # je mozné dané ohranic¢enie nahradif pomocou dvojice ohrani¢eni (>
a <) a postup riesenia rozdelitf na dve vetvy — v kazdej z nich sa bude pra-
covat iba s jednym z tychto dvoch ohrani¢eni. Tymto postupom je potrebné
eliminovat vSetky ohranidenia typu = a #.

Princip metddy je zaloZeny na vybere premennej a jej eliminacii, pricom
ohranicenia danej premennej je potrebné zachovat v systéme ohraniceni. Ak
bola zvolena k-ta premennd xj, tak potom i-te ohranicenie patri do jednej
z tychto troch kategorii:

e neutralne ohranicenie,
e horné ohranicenie,
e dolné ohranicenie.

Neutralne ohranicenie dant premennt nijako neohranic¢uje — premenné v
danom ohraniéeni nevystupuje (a teda koeficient a;j je nulovy). Horné
ohranicenie limituje maximalnu hodnotu, ktort dand premennd moze na-
dobudniif. Ohranidenie sa teda da vyjadrif v tvare

1

Qi

T <

k—1 n
bi— D aijri— Y, aijt;
j=1

j=k+1

alebo v podobnom tvare s < nahradenym ostrou nerovnostou <. Zjedno-
dusene sa ohranicenie da vyjadrit ako z;, < RHS;}, alebo z, < RHS;,
kde RH S; . je pravéa strana i-teho ohranicenia vyjadreného ako ohranicenie
hodnoty k-tej premennej. Analogicky dolné ohranicenie limituje minimalnu
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vstup: ohranicenia C nad realnymi premennymi
vystup: TRUE v pripade T-splnitelnosti, FALSE inak

ZP = zoznam_premennych(C)
foreach V € ZP do
HO = horne_ohranicenia(C,V)
DO = dolne_ohranicenia(C,V')
NO = nove_ohranicenia(DO,HO)
C=C\(HOUDO)UNO
if nesplnitelne(C) then return FALSE
return TRUE

o NI & > 899 =

Alg. 4.1: Fourier-Motzikinova eliminécia premennych

hodnotu, ktort dani premennd moze nadobudnit. Takéto ohranicenie sa
da vyjadrif ako z, > RHS; j alebo x, > RHS; .

Alg. 4.1 reprezentuje postup vykonavania eliminacie premennych. Ite-
racnym spésobom st postupne eliminované jednotlivé premenné (v kazdej
iteracii jedna premennd) spolu s prislusnymi ipravami mnoziny ohranic¢eni
aZ napokon ostani iba také ohrani¢enia, o ktorych splnitelnosti alebo ne-
splnitelnosti je jednoduché rozhodnut.

Pre nejakti premennt x; sa najprv zistia jej horné a dolné ohranice-
nia (riadky 3 a 4). Eliminacia danej premennej sa odrazi na jednotlivych
ohraniceniach v zévislosti od kategdrie tychto ohraniceni:

e Neutralne ohranicenia ostavaju nedotknuté.

e Ak premennd mad iba horné ohranicenia, tak ich splnenie je jednodu-
ché — stacéi premennej dat dostato¢ne nizku hodnotu a buda splnené.
Preto takéto ohranicenia je mozné spolu s premennou odstranit.

e Podobn4 situacia je ak premennd mé iba dolné ohranicenia. Aj tieto
je mozné spolu s premennou odstranit.

e Ak premennd ma dolné aj horné ohranicenia, tak tieto sa nahradia
novymi ohranic¢eniami, v ktorych uz dand premenna nevystupuje.
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Ak predpokladame, Ze i-te ohranicenie je dolnym ohrani¢enim premennej a
j-te ohranicenie je hornym ohranic¢enim, tak musi platit
T > RHSi’k T < RHSj}k
RHSZ'JC < RHSj’k

.....

mienka musi byt pridand k existujicim ohrani¢eniam namiesto i-teho a
j-teho ohranicenia, ktoré nahradi. Ak by sa v jednom z nahradzanych ohra-
niceni pouzila ostra nerovnost, tak potom ostré nerovnost bude aj v prida-
vanej podmienke.

Ak existujice ohranic¢enia pre vypustanii premennd reprezentuji viac
hornych ohraniceni alebo viac dolnych ohraniceni, tak potom je potrebné
parovat kazdé dolné ohranicenie voci kazdému hornému ohrani¢eniu a pre
kazdy takyto par pridat prislusni podmienku (riadok 5 algoritmu).

Zavere¢na uprava ohrani¢eni (riadok 6) vzhladom na elimindciu pre-
mennej xj spociva vo vypusteni jej dolnych a hornych ohraniceni a ich
nahradeni novo generovanymi ohrani¢eniami.

Ak by pri eliminécii premennej x; napriklad pre tito premenni existo-
vali dve dolné a $tyri horné ohrani¢enia, tak potom tychto Sest ohranic¢eni
je nahradenych 6smimi novymi ohraniceniami. Teda eliminacia premennej
moze mat za nasledok nérast po¢tu ohranic¢eni. V najhorSom moznom pri-
pade, ak eliminovand premenna sa vyskytuje vo vSetkych m ohraniceniach,
z ktorych polovica je dolnym ohrani¢enim a polovica hornym ohrani¢enim,
tak tychto m ohrani¢eni bude nahradenych pomocou m?/4 novych ohrani-
¢eni — pocet ohraniceni narastd kvadraticky. Preto tato metdéda je pouzi-
vand iba pre rieSenie 1iloh s mensim poc¢tom ohranic¢eni a mensim poctom
premennych.

Aby sa ¢o najviac obmedzil rast po¢tu ohraniceni, tak sa pre elimina-
ciu v kazdej iteracii vybera ta premenna, ktora sposobi pridanie najmenej
novych ohranmiceni (teda stéin poc¢tu hornych ohrani¢eni a poc¢tu dolnych
ohraniceni je najmensi).

Priklad 4.4 Pre ilustraciu metddy zistovania splnitelnosti pomocou eli-
minécie premennych uvazujme konjunkciu nasledujicich siestich linedrnych

ohraniceni
- 3y + z <0
2w + =z < 3
-z 4+ vy > 0
T + z > 6
w + 2y < 2
r — 3y > 0
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definovanych nad $tyrmi premennymi w, z, y a z. Ako prvi premennt elimi-
nujme w. Tato premenna vystupuje v dvoch ohraniceniach, pri¢om obe st
hornymi ohrani¢eniami hodnoty tejto premennej. Kedze Ziadne ohranicenie
nelimituje hodnotu tejto premennej zdola, tak ohranicenia sa jednoducho
vypustia a ziska sa skupina ohraniceni

- 3y + 2z £ 0

- 4+ y > 0
T + z > 6

r — 3y > 0

bez premennej w. Nech dal§ou eliminovanou premennou je z, ktora sa vy-
skytuje v dvoch ohraniceniach — prvé ohranicenie je jej hornym ohranic¢enim
z < 3y, zatial ¢o tretie ohranicenie je jej dolnym ohranicenim z > 6 — x.
Tieto dve ohrani¢enia budt nahradené novym ohranicenim x 4+ 3y > 6 a
skupina ohraniceni sa zmeni na

r 4+ 3y > 6
- x 4+ y =20
z-— 3y > 0

s pritomnostou iba dvoch premennych. Premenné z sa vyskytuje vo vSet-
kych troch ohraniceniach, pricom druhé ohranicenie je jej hornym ohranice-
nim < y a ostatné dve ohranicenia st jej dolnymi ohrani¢eniami z > 6—3y
a x > 3y. Existujuce tri ohranicenia budt nahradené dvomi novymi

4y

kde prvé vzniklo z < y a x > 6 — 3y, zatial ¢o druhé pochadza z x < y a
x> 3y. KedZze teraz prvé ohranicenie je dolnym ohrani¢enim premennej y
a druhé ohranicenie zase jej hornym ohranic¢enim, tak tieto dve ohranicenia
mozno nahradif jednym ohranic¢enim

15 < 0

ktoré je evidentne nesplnené — a teda ani pévodna konjunkcia Siestich ohra-
niceni nie je splnitelna. o

Ak by ohranidenia po eliminacii vSetkych premennych boli splnitelné,
potom okrem potvrdenia splnitelnosti pdvodnych ohraniceni by bolo mozné
aj nast konkrétne hodnoty premennych, spliiajice ohrani¢enia — jednodu-
cho by sa spétne islo cez iteracie eliminacie premennych a v kazdej by sa
tej premennej, ktord v danej iteracii bola eliminované, priradila hodnota
vyhovujica hornym a dolnym ohranic¢eniam danej premenne;j.
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Rozsirenie: Jednofazova simplexova metdda

Je to iterativny postup pre hladanie takého rieSenia stustavy li- SIMPLEXOVA
nedrnych ohraniceni tvaru 327, a; jz; < b; pre b; > 0, ktoré maxi- | METODA —
malizuje kritérium v tvare linedrnej kombinacie hodnét premennych | PRINCIP
c1x1 + ...+ cpx, nad sadou n nezapornych premennych x; az x,,.

Hodnoty premennych musia vyhovovat m ohrani¢eniam, ktoré je
mozné transformovat do kanonického tvaru, ktory priddva m nezapor-
nych pridavnych premennych y; az yy,:

m n
N wi=bi—) aijr; b =0,y >0,2; >0
i=1 J=1

Takto zadané ohranicenia vytvéaraju konvexnt oblast moznych rie-
Seni. Metdda deli m~+n premennych na m zdkladngch a n nezakladnych
premennych —hodnoty zdkladnych premennych sa uréuju podla hodnot
nezékladnych premennych, ktorych hodnoty je mozné volit. Zdkladné
riesenie vznikne tak, ze vSetky nezakladné premenné sa zvolia nulové
(a hodnoty zakladnych premennych sa dopo¢itaju).

T2

Obrazok zobrazuje priklad sustavy troch ohrani¢eni nad dvomi
premennymi x1 a xs, ku ktorym kanonicky tvar pridal dalsie tri pre-
menné. Vyplnend konvexnd plocha reprezentuje oblast moZnych rie-
Seni. Vsetky zakladné rieSenia st zobrazené v tvare bodov — nie vSetky
st sti¢asne moznymi rieeniami spliiajicimi vietky podmienky.

Metdéda neprehladéva celtt oblast moznych rieseni ale iteracnym
sposobom sktima iba tie zakladné rieSenia, ktoré st moznymi riese-
niami, pri¢om sa snazi zlepSovat hodnotu kritéria. Zacina v zédkladnom
rieSeni, v ktorom zékladnymi premennymi st pridavné premenné (teda

1 = ... = x, = 0). Medzi jednotlivymi zakladnymi rieSeniami precha-
dza tak, Ze vzdy vymiena navzajom jednu zakladnua a jednu nezakladni
kpremennﬁ. )
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Rozsirenie: Jednofazova simplexova metéda (pokr.)

Pre ukazku postupu uvazujme dve premenné x; > 0 a xzo > 0,
maximalizacné kritérium x1 + 2x9 a tri rovnice

y1 = 18 —2x1 — 329 y1 >0
y2 = 4d—m2 y2 >0
Yy = 2 —x1 4+ 229 ygz()

Zakladnymi premennymi st y1, y2 a y3, nezdkladnymi premennymi x;
a ry. Zakladnym riesenim je x1 =0, 22 =0, y1 = 18, ys =4 a y3 = 2
s hodnotou kritéria 0.

KedZe kritérium je x1 + 2x2, je ho mozné zvysit pomocou zvysenia
hodnoty premennej z; — nezdkladné premenné teda buda z; > 0 a
x9 = 0, ¢o po dosadeni do rovnic d4 horné ohranicenia pre x;

y = 18—2x yn=>0—21<9
y2 = 4 y2 20—z <00
ys = 2—m y3 >0 — 11 <2

a teda premenni 7 mozno zvysit najviac na hodnotu 2, nésledkom
¢oho bude y3 = 0. Premenna x; tak prestava byt nezdkladnou pre-
mennou (lebo uZ nie je nulovd) — namiesto nej sa moze stat zékladnou
premennou y3 (lebo uz je nulova). Je potrebné teda vymenit navzajom
premenné 1 a y3. Z poslednej rovnice (jedinej v ktorej sa vyskytuju
spolu z1 aj y3) sa vyjadri nové nezédkladna premennd v tvare 1 = ... a
zaroven sa urobi dosadenie za x1 aj v ostatnych rovniciach. Vysledkom
bude nova podoba ohraniceni

y1 = 14— "Txo+ 2y3 y1 >0
y2 = 4—1x2 y2 >0
r1 = 24 2x9—1ys3 1 >0

a maximaliza¢né kritérium po dosadeni z; sa zmeni na 2 + 4xs — ys3.

Po prvej iteracii zakladnymi premennymi st y1, y2 a x1, nezaklad-
nymi premennymi z2 a y3. Zakladnym rieSenim je xo = 0, y3 = 0,
y1 = 14, yo = 4 a x1 = 2 so zvySenou hodnotou kritéria 2.

Hodnotu kritéria je dalej mozné zvysit pomocou zvySenia hodnoty
zo (y3 sa nedd znizit kvoli y3 > 0). Opakovanim postupu by po druhe;
iteracii zakladnymi premennymi boli yo, 9 a x1, nezdkladnymi pre-
mennymi y; a y3. Novym zakladnym rieSenim by bolo y; = 0, y3 = 0,
yo = 2, x1 = 6 a £2 = 2 s hodnotou kritéria zvySenou na 10.

V dalSej iterécii je mozné dalej zvySovat hodnotu kritéria a opét z

kjednej nezakladnej premennej urobit zdkladna a naopak.

J
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Inou moznostou pre zistenie 7T -splnitelnosti konjunkcie linedrnych ne-
rovnostnych ohraniceni nad redlnymi premennymi (konjunkcie atémov li-
nearnej aritmetiky s relaciou nerovnosti) je pouzitie simplexovej metddy.
Zékladné pouzitie tejto metddy je pre hladanie optimalneho riesenia, ktoré
maximalizuje hodnotu lineArneho maximalizaéného kritéria a zaroven spliia
poziadavky vSetkych ohraniceni. Je vS§ak mozné tito metodu urcitym spo-
sobom pouzif aj pre zistenie splnitelnosti ohranic¢eni.

V idedlnom pripade by atémy mali tvar linearnych neostrych nerovnosti
nad n premennymi x; az x, tvaru

m n
/\ Zaz’,jitj <b;
=1 j=1

pricom pre vSetky premenné plati podmienka nezdpornosti x; > 0 rovnako
ako aj pre vSetky koeficienty na pravej strane nerovnic b; > 0. Pri takomto
tvare ohranicenia st splnitelné — minimalne prostrednictvom trividlneho
priradenia x; = 0, ..., x, = 0. Preto je ziadtice existujiice ohranicenia
transformovat na takyto tvar — ak by sa to podarilo, bola by istota Ze st
splnitelné (pomocou trividlneho nulového priradenia).

Pri transformécii danej mnoziny linearnych ohrani¢eni na uvedeny tvar
je mozné pre niektoré tvary pouzit

e LHS; > b; je mozné ndsobenim hodnotou —1 zmenit na poZzadované
—LHS; < —by,

e LHS; = b; je mozné nahradif dvomi ohranieniami LHS; > b; a
LHS; < b; (alebo vyjadrit hodnotu jednej premennej pomocou os-
tatnych premennych a dosadenim do zostavajicich ohraniceni tuto
premennu eliminovat).

V pripade iného definiéného oboru premennych ako x; > 0 je mozné vyuzit
transformacie

. v 7 7 . 7 7 /
e ¢; < z; je mozné nahradenim premennej x; za novi premenni z;
B / . “ ;!
(dosadenim x; = ¢; + x;) zmenit na pozadované z; > 0,

. v 7 ’ . 7 d /
e ¢; > x; je mozné nahradenim premennej z; za novi premenni z,
: / . v ;!
(dosadenim x; = ¢; — z;) zmenit na pozadované z, > 0,

e —o0 < z; < 0o je mozné nahradenim premennej x; za dvojicu pre-
tch 1 2 d deni 1.2 . sad ,
mennych z; a z; (dosadenim z; = x; — z7) zmenif na pozadované

z}>0axl >0
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Jediny problém nastédva v pripade, ak po tprave na pozadovany tvar
nie je dodrzand podmienka nezdpornosti konstant b;. Aj vtedy moze byt
skupina atémov splnitelna, avSak triviadlne nulové priradenie premennych
uz nemusi spliiat vSetky ohranicenia.

V tomto pripade je potrebné zaviest Specidlnu premennt z > 0 a pridat
ju ku kazdému z linedrnych ohraniceni

~

n
Zai,jl'j —Z § bl
j=1

=1

kde dostato¢ne velkd hodnota premennej z spolu s nulovymi hodnotami
premennych xq az x,, zabezpecia splnenie vSetkych ohranic¢eni. Takyto sys-
tém nerovnic je mozné previest pomocou pridania pridavnych premennych
Y1 aZ Ym na kanonicky systém rovnic

m n
AN vi=bi—z= ) aijz;
i=1 =1

pricom je potrebné maximalizovat kritérium —z. Takyto systém rovnic je
vzdy splnitelny (lebo vhodnou velkou hodnotou 2z ho takym mozno urobit).
Maximalizdcia daného kritéria mé za ciel hladat ¢o najmensiu hodnotu
premennej z, pri ktorej je systém rovnic este splnitelny. Ak sa pri tej maxi-
malizacii zisti, Ze je to mozné aj pre z = 0, tak to znamend, Ze splnitelnym
bol aj pévodny stbor nerovnic eSte pred pridanim tejto premennej.

KedZe dany systém rovnic je v kanonickom tvare pozadovanom jedno-
fazovou simplexovou metédou, pre optimalizaciu kritéria je mozné pouzit
tuto metédu. Jediny problém je v tom, Ze pri zdkladnom rieseni hodnoty
zakladnych premennych nie st vSetky nezaporné. Preto v ramci prvej ite-
racie je potrebné vymenit nezdkladni premennt z a tu zdkladni premennii
1;, ktord ma najmensiu hodnotu b;.

Pre ilustraciu pristupu z kategdrie vcéasnej kontroly uvedme metédu
priameho kddovania pre urcovanie splnitelnosti logickych vyrazov nad até-
mami rozdielovej logiky (tdto metéda nie je obmedzend iba na konjunkciu
atomov tejto logiky). Vstupom je veta nad atémami, pri¢om sa tieto atémy
uvazuju v tvare

X>Y+c

jednoducho ziskatelnom z tvarov X —Y > c alebo Y — X < —c¢ pouzivanych
rozdielovou logikou.

Této veta je transformovand na ekvisplnitelni vetu nad symbolmi, za-
stupujucimi ako atémy povodnej vety tak aj atémy, ktoré sa sice v pdvodne;j
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vstup: veta F, nad atémami rozdielovej logiky
vystup: veta F; nad symbolmi

Fiker = generovanie_skeletonu(F,)
Fohr =T
Z P = zoznam_premennych(F,)
Z A = zoznam_atomov(Fy)
foreach V € ZP do
O = generuj_ohranicenia(V,ZA)
ZA = ZA N nove_atomy(O)
Z A = vypusti_premennu(V ,ZA)
. Fony = Foppe N\ generovanie_skeletonu(O)
10. Fs = Fsger N\ Fonr

2 Co 5 e O s B89 1=

Alg. 4.2: Priame kédovanie viet rozdielovej logiky

vete nevyskytovali, avSak vyplyvaja z vlastnosti pouzitych relacnych ope-
ratorov. Alg. 4.2 reprezentuje postup vykonavania tejto transformacie.

Pod generovanim skeletonu sa rozumie nahrada kazdého atému spraco-
vavanej vety zdstupnym symbolom, ktory bude dany atém reprezentovat.
Pre jednoduchost atém X > Y + ¢ nahradime logickym symbolom sk y, €o
zachova vézbu medzi symbolom a nim reprezentovanym atémom — symbol
%,y bude teda reprezentovat atém, ktory pozaduje aby hodnota premenne;j
X (prvy dolny index) bola vicsia od hodnoty premennej Y (druhy spodny
index) aspoii o hodnotu ¢ (horny index). Tento symbol bude interpretovany
ako pravdivy, ak hodnoty oboch prislusnych ¢selnych premennych spliaji
ohranicenie, dané atémom.

Ak sa v spracovavanej vete vyskytne atém, ktorému este nebol vytvo-
reny symbol, tak sa vytvori novy symbol. Ak sa v spracovavanej vete vy-
skytne nejaky atom viackrat, potom aj jeho zastupny symbol bude pouzity
viackrat.

Priklad 4.5 Tak napriklad veta nad atémami rozdielovej logiky tvaru

(X>2Y+3)YVEY >Z+1)AN (X >Y+3)vo(Y > Z2+1))
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bude nahradena vetou
(8?_;(7Y V Skz) A (_‘3?‘;(7Y vV _‘S%/’Z)

pricom boli vygenerované dva symboly. o

V prvom kroku (krok 1) je teda kazdy atém zameneny za symbol a
vysledkom je symbolova verzia vstupnej vety F,, kopirujica jej struktaru.
Tato veta je oznacend ako Fipe;.

V dalsej ¢asti sa algoritmus inspiroval Fourier-Motzikinovou eliminéciou
premennych — postupne zo zoznamu premennych Z P bude eliminovat jed-
notlivé ¢iselné premenné. Tieto premenné bude uvazovat v uréitom vytvo-
renom poradi (krok 3). Zaroven bude zo zoznamu atémov Z A eliminovat tie
atémy (ohranicenia), ktoré stvisia s eliminovanymi premennymi. Inicidlne
je Z A vytvoreny ako zoznam vsetkych tych atémov, ktoré sa nachadzaju v
struktire vstupnej vety (krok 4).

Pre kazdt premennt sa bude skiimat, ¢i tie atémy, ktoré obsahuji dant
premennt, je mozné jednoducho odstranit alebo ¢i je potrebné ich nahradit
novymi atémami (ohrani¢eniami), projektujicimi vplyv tejto premennej
na ostatné premenné. Ak boli ndjdené takéto nové ohranicenia (krok 6),
tak sa skima, ¢i tieto ohranicenia obsahuju atémy, ktoré este nie st v
zozname atéomov Z A. Ak ano, tak sa nové atémy pridaju k aktualnej podobe
ZA (krok 7). Po takomto spracovani su z aktudlneho zoznamu atémov
Z A vypustené vSetky atémy, obsahujuce dant premennt (krok 8). Nové
ohranicenia st vyjadrené aj v symbolickej podobe s pripadnym zavedenim
novych symbolov a v takejto podobe st akumulované vo vete Fyp, (krok 9
algoritmu).

Po eliminéacii vSetkych premennych je vysledna veta F nad symbolmi
(krok 10) vytvorena zlacenim vety Fike; (symbolova reprezenticia povodnej
vety nad atémami rozdielovej logiky) a vety F,p, (symbolova reprezentacia
dodatoénych ohraniceni, nahraddzajtcich posobenie jednotlivych premen-
nych).

Kltcovym krokom je generovanie novych ohraniéeni, reflektujicich vlast-J
nosti pouzitej modulovej tedrie, ktoré by sa stratili nahradou atémov po-
mocou symbolov — preto je ich nutné explicitne vyjadrit.

Jednou takouto vlastnostou je tranzitivnost operédtorov reprezentuji-
cich nerovnost. Toto sa da vyjadrit ako

X>Y +a¢ Y >Z+c¢
X>Z+ (c1+ )

¢o je analdgia pristupu Fourier-Motzikinovej eliminécie pri generovani no-
vého ohranicenia v pripade, ak eliminovand premennd mé sicasne dolné
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aj horné ohranicenie. Ak by bola premenna Y eliminovana a oba atémy, v
ktorych sa vyskytuje boli vypustené, tak by sa stratila informécia o vztahu
medzi premennymi X a Z. Preto je potrebné tuto informéciu zachovat. Ak
atéom X > Z + (c1 + c2) eSte nie je v zozname znamych atémov Z A, tak sa
don prida. A symbolova podoba ohranicenia

X>Y4+aANY>Z+c—X>Z+ (c1+ )

sa prida k ohrani¢eniam, ktoré ostavaju explicitne vyjadrené v Fp,..

Inou vlastnostou je neprotireéivost v situdcii, ked vztah medzi dvomi
premennymi je dvojstranny (teda hodnota jednej premennej je ohranicend
hodnotou druhej premennej a stcasne hodnota druhej premennej je ohra-
ni¢end hodnotou prvej premennej). Pri vyskyte dvoch atémov

X>Y +¢ Y > X+

by podla predchadzajiceho pravidla po eliminacii premennej X vzniklo
nové ohranicenie

X>2Y 4+ ANY > X4 —=cp+c<0
V pripade platnosti ¢; + c2 < 0 by sa dané ohranicenie zmenilo na
X>Y+eaaANY > X +c -TRUE

¢o je vzdy platnd veta (tautoldgia) a netreba ju preto uvazovat. Avsak v
pripade neplatnosti ¢; + co < 0 si p6évodné atéomy protirecia — dané nové
ohranicenia by sa zmenilo na

X>Y+aANY > X +cg— FALSE

¢o je veta platnd iba vtedy, ak Tava strana implikéicie je nesplnend. Ak je
teda stucdet oboch konstént kladny, potom nie je mozné splnit obe podmienky
naraz. Explicitne sa to vyjadri pridanim symbolovej podoby ohranicenia

(X >Y+c) V(Y > X + )

k explicitne vyjadrenym ohrani¢eniam v Fp,. KedZe v rdmci nového ohra-
nic¢enia nebol generovany ziadny novy atém, nie je potrebné ni¢ pridat do
zoznamu atéomov ZA.

Rovnako je vhodné uvazovat vlastnost viacnasobnosti v situécii, ked
vztah medzi dvoma premennymi je vyjadreny viacnasobne (teda hodnota
premennej je obmedzovand hodnotou inej premennej viackrat). Pri vyskyte
dvoch atémov

X>Y+aq X>Y +eo
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v pripade ¢; # ¢y jedna z podmienok (té s vd¢Sou konstantou) implikuje
podmienku druhu a teda z jej splnenia vyplyva splnenie podmienky s men-
Sou konstantou. Ak teda plati ¢; > co, potom je potrebné symbolovi po-
dobu ohranicenia

X>Y4+e1 > X>Y 4o

pridat k ostatnym explicitne reprezentovanym ohrani¢eniam v Fyp,.. Do
zoznamu Z A sa nic¢ nepridéava, pretoze podmienka negenerovala ziadny novy
atém.

Priklad 4.6 Pre ilustraciu pouzitia priameho kédovania rozdielovej logiky
uvazujme vstupnu vetu Fj, s atémami nad tromi ¢iselnymi premennymi a,
b a c v tvare

cza+1 AN (a>b+3Vb>a+5) A (c>b+3Vb>c+4)
AN (e>b+3Ve>b—6) A (b>c=5Vb>c+4)
AN (b>c—5Ve>b—06)

Struktira tejto vety bude zachytend v Fy, pri pouZiti siedmich novych
symbolov

1 3 5
Foget = Sca A (Sa,b v Sb,a) A

—6 5 5., 6
(s34 V spe) A(s, Vv Sep) N (Spe V She) A (Spe V 5cp)

zoznam premennych je ZP = {a, b, c} a zoznam atémov Z A obsahuje sedem
¢lenov

a>b+3,b>a+5b>c+4,b>c—5c>a+1,c>b+3,c>b—-6

Ako prva bude eliminovana premennad a, ktorej v zozname atémov zod-
povedaju tri atémy a > b+3,b>a+5ac>a+ 1. S touto premenou sa
viazu dve nové ohranicenia a preto po jej eliminacii sa veta F,p, zmeni na

Fonr = (Sz,b A S(lz,a — Sé,b) N (ﬁsg,b v _'Sg,a)
¢o je ekvivalentné
Fopr = (855 V 504V s0p) A (550, V 2187,0)
pricom bol generovany novy symbol sib. Zoznam atémov bude mat tvar
ZA = b>c+4,b>c—5,¢>b+3,c>b—6,c>b+4
s piatimi atémami.
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Druhou eliminovanou premennou je premennd b, ktora sa vyskytuje vo
vSetkych ostévajucich atémoch v zozname atémov. Z hladiska neprotireci-
vosti pribudni dve ohranicenia do vety F,p,

Forr = Fonr N (_‘Sg)l,c \ _‘Sg,b) A (_‘Sé,c \ _‘Szcl,b)

bez generovania novych symbolov a rozsirenia zoznamu atémov. Z hladiska
viacnésobnosti pribudni do Fp, Styri nové ohranicenia

4 -5 4 3 4 —6 3 —6
Fohr = Foh?" A (_'Sb,c \% Sb7c) A (_‘Sc,b \ Sc,b) A (_‘Sc,b \ Sc,b) N (_'Sc,b % Sc,b)
opit bez generovania novych symbolov a rozsirenia zoznamu atémov.

Pre urcenie splnitelnosti vety Fs = Fype; A Fopy je mozné pouzit Stan-
dardny SAT solver (pre hladanie interpretacie 6smich symbolov pri Strnés-
tich klauzulach) — vysledkom je najdenie viacerych modelov, ¢o znamena
ze F je splnitelnéd a vdaka ekvisplnitelnosti je zaroven aj povodna veta F,
T-splnitelna.

Ak by bolo potrebné nielen zistit 7 -splnitelnost vety Fy ale aj najst ne-
jaké rieSenie s hodnotami ¢iselnych premennych, je mozné zobrat niektory
z vyrokovych modelov, ndjdenych SAT solverom, s naslednym hladanim
vhodnych hodndt premennych, zachovavajucich platnost vyrokového mo-
delu.

Je potrebné teda najst také hodnoty jednotlivych premennych, pri kto-
rych vSetky atémy vybraného vyrokového modelu musia byt pre dané riese-
nie splnené. Samotnému hladaniu moze predchadzat faza zjednodusovania
— atémy, ktoré reprezentuji redundantné ohranicenia, st eliminované. Na-
priklad dvojica premennych méze byt navzdjom ohrani¢ovand viacerymi
ohranic¢eniami. Kvoli redukeii ich po¢tu sa ponechaju iba najprisnejsie — to
su také, ktorych splnenie zabezpeci aj splnenie ostatnych ohraniceni viaza-
nych na dant dvojicu premennych.

Priklad 4.7 V predchadzajicom priklade jeden z modelov bol

ﬁsg’b A sg’a A sib A ﬁséc A si’a A 8;05 A 5;1? A ﬁsib
a teda interpretoval ako splnené tieto atémy
a<b+3,b>a+5,c>b+3,b<ct+4,c>a+1,b>c—5,c>b—6,c<b+4

pricom tie atémy, ktorych zastupny symbol bol interpretovany ako nespl-
neny, boli nahradené svojimi komplementmi.

119

NAJDENIE
HODNOT
PREMEN-
NYCH




“kniha” — 2020/11/20 — 22:47 — page 120 — #120

Reprezentacia znalosti a rieSenie tiloh

Premenné a a b st ohrani¢ované pomocou a < b+3 a b > a+ 5. Z tejto
dvojice ohraniceni sta¢i uvazovat iba b > a + 5. Kontrolou vsetkych dvojic
ziskame redukovani mnozinu ohraniceni

b>a+5c>b+3,c>a+1l,c<b+4

obsahujtcu iba styri ohranicenia. o

Tieto ohrani¢enia je mozné znézornit v tvare grafu ohraniceni. Jednot-
livé premenné su reprezentované ako uzly a ohraniCenia st znézornené ako
orientované hrany, kde plnd hrana reprezentuje > a c¢iarkovana zase > typ
nerovnosti. Ukazka takéhoto grafu, zodpovedajiiceho styrom ohrani¢eniam
predchadzajiceho prikladu je na obr. 4.2.

Obr. 4.2: Graf ohraniceni

Aj z grafu vidno, Ze existuje rieSenie — v grafe nie je ziadna kladna
slucéka (pre ktort by stcéet vah jej hran bol kladny). RieSenie je mozné
ziskat postupnym priradzovanim hodnot jednotlivym premennym.

Priklad 4.8 UvaZujme priradenie hodnot premennym, vyhovujice grafu
ohraniceni podla obr. 4.2. KedZe medzi premennymi nebola Specialna pre-
menné Zy, ziadna premennd zatial nemé stanovent ziadnu hodnotu. Mézme
teda zacCat trebars premennou a a jej priradenim a = 0.

Z grafu je zrejmé, ze pri uvazeni priamych aj nepriamych (tranzitivnych
cez iné uzly) ciest medzi jednotlivymi uzlami a vybere najdlhsej cesty plati
pre hodnoty ostavajucich premennych b >a+5=5ac>a+ 8 =8.

Premennej b mozno priradit trebars b = 6. Pre poslednii premennii
podla grafu musi platif ¢ > b+ 3 = 9 a sucasne aj c —4 < b = 6 (a teda
¢ < 10). Poslednej premenej mozno prisudit ¢ = 9. o

Inym moznym sposobom hladania konkrétneho priradenia hodnot jed-
notlivym ¢iselnym premennym je vyuzitie faktu, ze vyrokové modely vety
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F, st konjunkciami atémov. Je teda mozné pouzit niektorti z metdd rie-
Senia konjunkcie linedrnych ohraniceni (napriklad Fourier-Motzikinovu eli-
mindciu premennych) nie v zmysle stanovenia splnitelnosti ale hladania
priradenia hodnét jednotlivym premennym.

Alg. 4.2 je mozné pouzit nielen nielen pre rozdielovi logiku ale aj pre
linearnu aritmetiku nad realnymi premennymi, kde jednotlivé atémy st v
tvare

n
Z a; 55 X bl
J=1

Vseobecne vyjadrend vetu nad takto definovanymi atémami je potrebné
normalizovat pomocou troch krokov:

e rovnosti nahradif konjunkciou nerovnosti,

e transformovat vetu do tvaru NNF (negativnej normélnej formy), kde
negovanymi moézu byt iba atémy,

e nahradit negéiciu zmenou rela¢nych operatorov.

Podobne ako pri rozdielovej logike; struktira vyslednej vety sa zachyti
v Struktire skeletonu Fye (riadok 1 algoritmu). Zavislosti medzi dolnymi a
hornymi hranicami jednotlivych premennych buda zachytené v F,p,. (riadky
2 a 9). Tieto zavislosti st vyhladavané pocas itera¢nej eliminacie premen-
nych, pricom odvodzovacie pravidlo

T > RHSi’k T < RHSj,k
RHS; < RHS;

je pouzité pre generovanie novych ohrani¢eni. Ak teda eliminovand pre-
mennd ma dolnt aj horna hranicu, potom ak symbol s; reprezentuje pod-
mienku 3 > RHS;; a symbol s; zase podmienku z;, < RHS)y, tak do
Fop, sa prida

S; N Sj —> Sk
kde novy symbol s; reprezentuje novii podmienku RHS;; < RHS; ;. Ak
vSak tato nova podmienka je nesplnend, potom do F,, sa prida

Si N sj — FALSE

bez vytvarania nového symbolu s.
Priklad 4.9 Pre ilustraciu priameho kédovania linearnej aritmetiky uva-
Zujme vstupna vetu s atémami nad tromi ¢iselnymi premennymi a, b a ¢ v

tvare
—a+2c<-3AN-(2a—2b>—-1ANb—2c>—1)
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ktor je mozné normalizovat do tvaru
—a+2c<-3N2a—-20<—-1Vb—2c<—1)

Strukttra vety bude zachytend pomocou Fype = s1 A (s2V s3), kde uvedené
tri symboly reprezentuji tri atémy v poradi danom ich umiestnenim vo
vete.

Pri elimindcii premennej a je potrebné zobrat do ivahy dve podmienky:
—a+2c < —3 (reprezentovani symbolom s;1) a 2a—2b < —1 (reprezentovani
pomocou S3). Z tychto podmienok vznikne nova podmienka —2b+4c < —7,
ktord bude reprezentovana symbolom sy4.

V zozname atémov ostali dve podmienky b — 2¢ < —1 (reprezentovana
s3) a —2b + 4c < —T (reprezentovana ss4) nad dvomi premennymi. Pri eli-
minécii premennej b vznikne nova podmienka 7 < —2. Pretoze sa jedné o
nesplnitelnd podmienku, tak ju namiesto novym symbolom budeme repre-
zentovat priamo hodnotou FALSE.

KedZe v zozname atémov uZ nezostala Ziadna podmienka, tak vysledna
podoba F,p, bude

(81 NSy — 84) A (84 N 83 — FALSE)

reprezentujica dve novo vytvorené podmienky. o

Postup generovania novych podmienok je niekedy redundantny — ge-
neruja sa aj také podmienky, ktoré nie su potrebné. Pri¢inou je to, ze pri
generovani novych podmienok sa neberie do iivahy struktara pévodnej vety,
ktora je zachytend v Fipe;.

Ak by povodnd veta mala tvar DNF (disjunktivnej normélnej formy),
tak by bola reprezentovand ako disjunkcia konjunktivnych klauzul, kde
kazda z klauzil je vyjadrenim potencidlneho vyrokového modelu vety. Po-
tom mé zmysel uvazovat vzijomné vztahy iba tych podmienok, ktoré siu
stcastou rovnakej klauzuly. Ak dve podmienky nie st spolu uvazované v
ramci rovnakej klauzuly, tak nie je potrebné skiimaft ich vzajomy vplyv.

Vyuzit takyto sposob redukcie po¢tu generovanych podmienok je mozné
dvojakym spésobom:

e transformovat vstupni vetu na tvar DNF a nasledne osobitne riesit
T-splnitelnost pre kazda z klauzl osobitne,

e odhadovat prislusnost podmienok k rovnakej klauzule bez realizacie
transformaécie vety na DNF.
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Rozsirenie: SMT-lib format

(check-sat)
(get-model)

\

(declare-const
(declare-const
(declare-const
(declare-const
(declare-const
(declare-const
(declare-const

¢ < K K O

(assert (or (xor

(and
(and
(and

(assert (and (=>

Samostatné SMT solvery ako Specifika¢ny jazyk pre definovanie tiloh
a interakciu so solverom pouzivaju SMT-lib standard. V dalSom je
uvedend mald podmnozina tohto jazyka, ktora je vSak dostatocné pre
vytvaranie logickych viet v tvare kombinacie vyrokovej logiky s mo-
dulovou tedriou linearnej aritmetiky. Jej moznosti st ilustrované na
nasledujicom (samovysvetlujiucom) priklade Specifikécie.

Bool)
Bool)
Bool)
Int)

Int)

Real)
Real)

(xor p q) r)

(not p) q r)

p (not @) r)

p q (not r))))

pa (=>qr) (=>rp))

(assert (= (x 2 x) (+ (x 4 y) 2)))
(assert (or (> x 5) (<0 (ite (K xy) xy) )))

(assert (or (not (= p q))
(and (>=t (- s 3)) (k= (x 2 t) (- s 1)))))

Na zaciatku st deklarované pouzité symboly a premenné spolu s ich
typom. Za tymito deklaraciami nasleduje zapis jednotlivych podmie-
nok pomocou assert formy (sekvencia takychto foriem je chapand
v zmysle ich konjunkcie). Na konci st dva prikazy pre solver — pre
kontrolu splnitelnosti (vratane 7-splnitelnosti) a nésledne pre vypis
modelu v pripade, Ze definicie st splnitelné.
Pre zapis podmienok je mozné pouzit logické operéatory (not, and,
or, =>, =, xor), aritmetické operéatory (4, —, *, / pre redlne a div pre
celo¢iselné delenie), relaéné operatory (<, <=, >=, >, =) a ite.

J
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Priklad 4.10 V predchadzajicom priklade bola $trukttra vety reprezen-
tovand pomocou Fyge; = s1 A (2 V s3) €o je mozné upravit na DNF tvar
Fsker = (s1 N\ s2) V (51 A s3). Toto zodpoveda vete s dvomi konjunktivnymi
klauzulami v tvare

(—a+2c<-3AN20a—-2b<-1)V(-a+2c<-3Ab—2c<—1)

Pri eliminéacii premennej a z prvej klauzuly je opét vygenerovand implikacia
s1 A s2 — s4 kde s4 reprezentuje novy atéom —2b + 4¢ < —7. Kedze pod-
mienka reprezentovana s4 vznikla na zaklade podmienok prvej klauzuly,
tak aj s4 sa viaze na prvi klauzulu — a teda nie je potrebné porovnavat s,
a s3, pretoze nepatria k rovnakej klauzule. Nasledkom toho implikacia

sq4 Ns3 — FALSE

nebude generovana.

Cvicenia
1. Pomocou metdédy priameho kédovania rozdielovej logiky najdite rie-
Senie, ktoré splia

(a—c>5Ve—a>5)A(b—a>5Va—b>10)A(d—c>5Ve—d > 10)

pre Styri realne ciselné premenné a, b, ¢ a d, ktorych hodnoty su
obmedzené pomocou intervalov 0 < a,c<12a0<b,d <7.

2. Pre konjunkciu linearnych ohraniceni
—r-3y<-L2ANx+y<10N—z4+y <=7

definovanych nad redlnymi premennymi x > 0 a —oo < y < 0o overte
splnitelnost danej konjunkcie a najdite vhodné priradenie premen-
nych, spliiajiice dané ohranicenia. Rieste pouzitim

e climinacie premennych,

e simplexovej metddy.

Co sa zmeni pridanim dalsieho linedrneho ohranicenia = — 3y < 3 a
¢o pridanim —x 4+ 3y < -3 7

3. Ulohu rozvrhu pripravy jedal z ilustra¢ného prikladu na strane 98
rieSte pouzitim pristupu
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e vCasnej kontroly (s pouzitim SAT solvera),

e neskorej kontroly (s pouzitim SMT solvera).

Pokiste sa najst riesenie s najkratsou celkovou dizkou. Poktste sa
najst rieSenie s najkratSimi prestojmi medzi operdciami v ramci re-
ceptov.

Skuste doplnif dalsie podmienky:

e Stlance so strithankou nahradte $tlancami s makom (pribudne
mletie maku na mlynéeku v dlzke 5 mintt, ktoré moze byt v
danom recepte zaradené na lubovolné miesto).

e Vsetky recepty skonéia priblizne v rovnakom ¢ase (uvazujte ich
ukoncenie v ramci 10-minatového ¢asového okna).

4. Vytvorte hlavolam Sudoku obsahujuci 81 (9x9) poli¢ok, pricom v nie-
ktorych polickach je umiestnend éislica z {1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9}
zatial ¢o iné policka st prazdne. Vygenerovany hlavolam musi

e mat prave jeden sposob ako je mozné doplnit ¢islice do prazdnych
policok tak, aby v ziadnom riadku, stlpci a ani v Ziadnom z
deviatich 3x3 stvorcov neboli dve rovnakeé cislice,

e byt minimalny — nie je mozné v mom zamenit policko s ¢&isli-
cou za prazdne policko bez toho, aby sa nezvysil pocet moznych
doplneni.

5. Je definovana sada $tvoruholnikovych objektov podla nasledujiceho
obrazku

J f
f

b
9 9 g

Lallal
f

C

pozostévajuca zo 17 objektov 9 typov: typ a (s rozmermi 8 x 4), b (4
x4),c(8x2),d4x2),e(2x4),f(4x1),9(2x2),h(2x1)ai
(1 x 2). Tieto objekty je potrebné vyrezat z tabule dlhej 17 jednotiek
a Sirokej 9 jednotiek. Umiestnite dané objekty na tabulu tak, aby sa
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navzajom neprekryvali a aby medzi kazdou dvojicou objektov bola
medzera aspon 0.1 jednotky.

. Overte spravnost ¢innosti algoritmov pre uréenie najvicsieho spoloc-

ného delitela dvoch kladnych celych ¢isel. Uvazujte

e Kuklidov algoritmus,

e Steinov binarny algoritmus.

Overenie realizujte pristupom ohranic¢enej kontroly modelu — pri ohra-
ni¢eni poc¢tu zmien vnutorného stavu algoritmu. Testujte, ¢i algorit-
mus pre nejaké dve ¢isla a ich najvicsieho spoloéného delitela dokéze
tohto delitela potvrdif .

V priestore st ulozené obdlznikové prekazky P; a P, (obe 10x15),
P; (15x10) a P4 (10x5) podla nasledujuceho obrazku —ich pozicia
dana lavym dolnym rohom je (15,15) pre prekdzku P, (35,30) pre
Ps, (45,0) pre P, a (65,15) pre Pj.

Py

Py C

Naplanujte trajektériu zo Startovacej pozicie S (5,20) po cielovi po-
ziciu C (80,5), ktord pozostava z linedrnych segmentov.

. Pri rozvrhovani typu “j x m job shop” je zadanych j tloh, z ktorych

kazda pozostava z m operacii vykonavanych na m strojoch. Poradie
jednotlivych operacii a dlzka operacii na jednotlivych strojoch zavisi
od tlohy. Nasledujtca tabulka

Gloha 1: 3,1 1,3 2,6 4,7 6,3 506
loha 2: 2,8 3,5 5,10 6,10 1,10 44
Gloha 3: 35 44 68 19 21 57
Gloha 4: 2,5 15 35 43 58 69
Gloha 5: 3,9 23 55 64 13 4,1
loha 6: 2,3 43 6,9 1,10 54 3,1
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10.

je 6x6 benchmarkom (podla Mutha a Thompsona). Hovori, Ze prva
uloha najprv pouziva stroj 3 po dobu 1 ¢asovej jednotky, potom stroj
1 po dobu 3 jednotiek, potom stroj 2 atd.

Na nasledujicom obrazku je znidzornend zotriedovacia siet, ktora hod-
noty na svojom (Tavom) vstupe poskytne v zotriedenom poradi na
svojom (pravom) vystupe.

I

* —o

*—o

*—e

*—o

*—o

* —o

*—o

* —o

Jednotlivé prepojenia reprezentuji porovnanie dvoch hodnét a ich
pripadné prehodenie v pripade, ak si v zlom poradi. Overte spravnost
¢innosti tejto siete.

Predpokadajte, ze je dany orientovany graf, ktory je reprezentovany
pomocou vyrokovych symbolov typu Xj ; — symbol je pravdivy vtedy,
ak existuje orientovand hrana z uzla i do uzla j, zatial ¢o je nepravdivy
v pripade, ze takato hrana neexistuje.

Ulohou je uréif, ¢ v danom grafe existuje slucka — cesta pozdlz hran,
ktora sa vrati do uzla z ktorého zacinala.
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