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Kapitola 3

Modelovanie uloh vo
vyrokovej logike

Cielom tejto Casti je ukdzat, ako je mozné vyuzit vyrokovii logiku pre POUZITIE
rieSenie tloh. V zasade je hladanie rieSenia tlohy zalozené na ohe splnitel- SPLNITEL-
nosti — samotné riesenie je reprezentované vhodnou interpretaciou logickych NOSTI
symbolov. Postup rieSenia sa sklada z troch etap:

e reprezentacia tlohy pomocou vety vo vyrokovej logike,
e prekodovanie logickej vety,
e hladanie modelu logickej vety.

Prva etapa je vlastne modelovanim rieSeného problému pomocou vyrazo-
vych prostriedkov, ponikanych vyrokovou logikou (kap. 1) — teda pomocou
viet nad mnozinou logickych symbolov, ktoré reprezentuji vézbu na rie-
Sent ulohu. Vysledok modelovania mé podobu logickej vety, ktora nie je
syntakticky obmedzena na niektory Specialny tvar.

Druhé etapa je hladanim takej interpretacie pouzitych symbolov, ktora
ma za nasledok pravdiva interpretaciu tej logickej vety, ktora reprezentuje
cely rieSeny problém. Pre tento tcel sa pouziva moderny SAT solver za-
lozeny na vyuziti prehladévacich metdéd (kap. 2), ktory urcuje splnitelnost
alebo nesplnitelnost logickych viet a v pripade ich splnitelnosti je schopny
najst aj modely tychto viet.

Medzi obe spomenuté hlavné etapy je eSte potrebné vlozit prekédova-
nie reprezentacie ulohy z formy vseobecnej logickej vety cez logicku vetu
v CNF tvare do prislusného (typicky Dimacs) formatu, ktory je akcepto-
vany pouzitym solverom. Pripadne je aj mozné logickt vetu zjednodusit, ak
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ILUSTRACNY Opit sa stretdvame so studentmi Ferom, Ondrom, Stanom, Rudom a Jarom z

PRIKLAD prikladu Pr. 1.1. Tentokrdt sa pripravuji na turnaj, na ktory tvrdo trénovali.
Uloha 1: Je potrebné naplinovat priebeh turnaja aby sa mohol stretnit kazdy
sutaziaci s kazdym zo svojich superov, pricom kaZdd dvojica sa md stretniut
tba raz. Vzhladom na pocet siutaZiacich turnaj bude mat pdt kol, pricom v
kaZdom kole budi siutaZit dve dvojice a jeden zo Studentov bude mat volno.
Uloha 2: Turnaj skoncil a uZ je iba spomienkou. O vysledkoch, dosiahnutyjch
v turnaji, jednotlivi sutaziaci povedali:

e Stano: turnaj vyhral Jaro a Fero bol druhy

e Fero: pokial si pamdtdm, Jaro skoncil lepsie ako Ondro

e Ondro: turnaj vyhral Rudo a Jaro bol druhy

e Rudo: Stano nebol posledny a Jaro bol podpriemerny.

e Jaro: Stano a Ondro povedali spolovice pravdu a spolovice nepravdu.

Aké€ boli konecné vysledky turnaja ok kazdy skoncil na inom mieste?

Uloha 3: Chlapci na turnaj cestovali kazdsj s desat kilogramovou batoZinou.
Cestou boli niteni pouZit vijtah, ktory mal nosnost obmedzeni na 180 kg.
KazZdy sa viezol so svojou batoZinou alebo svoju batoZinu zveril kamardtovi,
ktory sa potom wviezol so svojou a jednou cudzou batoZinou. Ako sa mali zor-
ganizovat aby im stacili tri jazdy vytahom, ak ich hmotnosti boli: Fero — 96
kg, Ondro — 84 kg, Stano — 79 kg, Rudo — 72 kg a Jaro — 87 kg ?

Reprezentacia:
Artefakty — studenti, kold, dvojice, umiestnenia, batoZiny a jazdy:
Vi = {Fero, Ondro, Stano, Rudo, Jaro} Vi. ={1,2,3,4,5}
Va=1{1,2} Vin ={1,2,3,4,5}
Vp = {batF, batO, batS, bat R, batJ} V; ={1,2,3}

Vytvorenie rozpisu: 50 premennych Vi s a (k — kolo, s — Student, d — dvojica)
Uréenie poradia: 25 premenngch Vs ., (s — Student, m — umiestnenie)
Cestovanie vytahom: 30 premennych V,; (o — Student alebo batoZina, j —
jazda) a 25 premenngch W, s (b — batoZina, s — Student)

Riesenie 1: Jednym z mozZnijch rozpisov turnaja je: 1. kolo: Fero a Ondro,
Stano a Rudo, 2. kolo: Fero a Stano, Ondro a Jaro, 3. kolo: Ondro a Rudo,
Fero a Jaro, 4. kolo: Fero a Rudo, Stano a Jaro, 5. kolo: Ondro a Stano, Rudo
a Jaro.

Riesenie 2: Celkové poradie: 1. Rudo, 2. Fero, 8. Stano, 4. Jaro, 5. Ondro.
Riesenie 3: Jeden z moZnijch sposobov pouZitia vijtahu je: 1. jazda: Jaro bez
batoziny a Stano so svojou batoZinou, 2. jazda: Ondro a Rudo s batoZinami,
3. jazda: Fero so svojou a Jarovou batozinou.

9 Tlustr. 3.1: Priklad pre modelovanie pomocou vyrokovej logiky D
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toto nerobi solver v rdmci predspracovania svojho vstupu pred zaciatkom
hladania vhodnej interpretacie.

Samotné ndjdenie reprezentdcie tlohy pozostéva z niekolkych krokov,
ktoré st znazornené algoritmom Alg. 3.1.

vstup: uloha U v Tubovolnom (napr. slovnom) tvare
vystup: logickd veta F' reprezentujica ulohu

D,C) := ndavrh_premennych_a_podmienok( U)
, F1) := kodovanie_premenngch( V)
, Fy) := kddovanie_podmienok( C)

v,
(51
(52
(S, F) := dprava_na_CNF( S; U Sz, F1 N\ F3)

= 89 b9 =

Alg. 3.1: Reprezentacia ulohy pomocou CNF

Hladanie vhodnej interpretacie logickej vety v CNF tvare je mozné po-
vazovat vlastne za rieSenie Specidlneho pripadu wlohy s ohrani¢eniams nad
enumeracénymi doménami. Pretoze logické symboly maji dvojhodnotové
domény {TRUE; FALSE?}, nad hodnotami ktorych sa neuvazuje usporia-
danie a klauzuly s n literadlmi (n = 1,2,...) s n-arne ohraniéenia nad po-
uzitymi symbolmi, tak mozno pomerne priamociaro tlohy s ohrani¢eniami
nad enumera¢nymi doménami mapovat na logické symboly a klauzuly zo-
stavené z literdlov pouzitych symbolov.

Preto je potrebné najprv tlohu v prvom kroku formalizovat ako tlohu s
ohranic¢eniami — teda pomocou kone¢ného poctu premennych V, koneé¢nych
domén D tychto premennych danych pomocou vymenovania jednotlivych
prvkov, a ohrani¢eni (podmienok) C, ktoré musia spliiat kombinécie hodnot
jednotlivych premennych.

V druhom kroku je potrebné definované premenné V prekédovat — kazdu
premennu V;, ktord ma doménu D; s n prvkami (n > 2), je potrebné vy-
jadrif jednym alebo niekolkymi symbolmi (kazdy s bindrnou doménou) a
ohranic¢eniami nad tymito symbolmi, odliSujicimi pripustné a nepripustné
kombinacie hodnét symbolov. Vysledkom tohto kroku je mnozina logickych
symbolov S7 a mnozina klauzil F; vyuzivajtca tieto symboly (ktora moze
byt prazdna).
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Nasledujtci krok zabezpeci kédovanie ohraniceni C — kazdé ohranice-
nie C; nad podmnozinou premennych je potrebné vyjadrit ako jedno alebo
viac ohraniceni nad mnozinou symbolov S;. Pri tejto operacii moze vznik-
nat potreba dodefinovat dalsie pomocné symboly. Vysledkom je mnozina
pomocnych symbolov Ss (mdze byt aj prazdna) a mnozina klauztl, defino-
vanych nad mnozinou symbolov S7 U Ss.

Poslednym krokom je spojenie doteraz ziskanych vysledkov prechadza-
jacich krokov a ich transforméacia do vysledného tvaru, ktorym je casto
logicka veta reprezentovana vo formate CNF.

Volba premennych je pomerne intuitivna aktivita, pre ktoru je mozné
poskytnit zopar doporuceni avSak nie je mozné ju vyjadrit vo forme algo-
ritmu. Jednym z moZnych postupov je v rieSenej tlohe identifikovat mno-
ziny artefaktov (objekty, udalosti, vlastnosti, atd.). Az tychto mnozin na-
sledne vytvarat premenné reprezentujtce prvky Kartézskeho st¢inu vybra-
nych mnozin. Premenné je mozné vytvarat

e kombinovanim prvkov mnozin, v najjednoduchsom pripade z kazdej
mnoziny sa vyberie po jednom prvku,

e kombinovanim prvkov vybranych z jednej mnoziny.

Samozrejme je mozné oba pristupy spajat — z niektorych mnozin vyberat
po jednom prvku, z niektorych po viac prvkov a z niektorych nevyberat
vbbec.

Kazda takato premennd reprezentuje nejakt kombinaciu prvkov z vy-
branych mnozin a svojou hodnotou urc¢uje, ¢i dand kombinéacia je pripustna
alebo nie. KedZe sa jednd o premenné s dvojprvkovymi doménami, ich ké-
dovanie pomocou symbolov (mnozina S7) a klauzul nad tymito symbolmi
(mnoZina F}) je trividlne. Jednoducho kazda premennd bude reprezento-
vana samostatnym symbolom, ktory v pripade pripustnosti reprezentova-
nej kombinacie prvkov bude interpretovany ako pravdivy a v pripade nepri-
pustnosti reprezentovanej kombinacie prvkov bude zase interpretovany ako
nepravdivy. Kvoli kédovaniu premennych nie je potrebné definovat ziadne
dodato¢né ohranicenia (pripad prazdnej mnoziny klauzal Fy).

Priklad 3.1 Pre ilustraciu uvazujme ilustraény problém na strane 68. Vo
vSetkych ¢astiach vystupuje mnozina Studentov Vs = {Fero, Ondro, Stano,
Rudo, Jaro}, k tomu v prvej ¢asti pristupuji mnozina kol Vi, = {1, 2, 3, 4,
5} a mnozina dvojic Vy; = {1, 2}, v druhej ¢asti zase mnozina umiestneni
Vin = {1, 2, 3, 4, 5} a v tretej ¢asti mnozina batozin V, = {batF, batO,
batS, batR, batJ} a mnozina jazd V; = {1, 2, 3}.
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Aplikovanim prvého principu kombinovania prvkov mnozin by pre pla-
novanie turnaja bolo mozné kombinovat prvky mnozin Vs, Vi a V; a vytvo-
rit 50 premennych typu Vs 4, kde index k reprezentuje prvok z mnoziny
kol, s prvok z mnoziny Studentov a d prvok z mnoziny dvojic, Takto na-
priklad premennd Vs o reprezentuje to, ze Fero v trefom kole je ¢lenom
druhej dvojice (ak symbol kédujuci tato premennt je pravdivy) resp. zZe
Fero v trefom kole nie je ¢lenom druhej dvojice (ak kédujuci symbol nie je
pravdivy).

Podobne pre urcenie vysledku turnaja je mozné kombinovanim prvkov
mnozin Vi a V;, vytvorit 25 premennych typu Vs, kde s reprezentuje
prvok z mnoziny Studentov a m zase prvok z mnoziny umiestneni. Teraz
napriklad premennd Vp o reprezentuje to, Ze Fero skon¢il na druhom mieste
(ak kédujuci symbol je pravdivy) resp. ze Fero neskonéil na druhom mieste
(ak kédujuci symbol je nepravdivy).

Podobne pre planovanie cesty vytahom je mozné vyuzif kombinovanie
prvkov z roznych mnozin. Mozno vytvorit dva typy premennych. Jeden typ
obsahuje 30 premennych tvaru V, ; pre o reprezentujuci objekt zo zjedno-
tenia mnozin Studentov a ich batozin a j zastupujici jazdu vytahu, kde
napriklad premenna Vo o reprezentuje Ondrovu tcast v druhej jazde vy-
tahu. Druhy typ obsahuje 25 premennych tvaru W, kde s reprezentuje
batozinu a s zase Studenta, prepravujiceho tito batozinu, pricom napriklad
premennd Wiy ro vyjadruje, ze Ferovu batozinu prepravuje Ondro.

Aplikovanim druhého principu vzédjomného kombinovania prvkov jednej
mnoziny by pre pldnovanie turnaja bolo mozné vytvorit 100 premennych
typu Vi s1,s2 (51 # $2) pre k reprezentujuci prvok z mnoziny kol a s; ako aj
s2 vyjadrujuce prvky z mnoziny studentov, kde napriklad premennd Vs g s
reprezentuje to, ze v.druhom kole sa v jednej dvojici stretli Rudo a Jaro (ak
prislusny symbol je pravdivy) resp. Ze sa ti dvaja v druhom kole nestretli
(ak prislusny kédujuci symbol je nepravdivy).

Podobne kombinovanim prvkov z jednej mnoziny je mozné pre vysledok
turnaja vytvorit 20 premennych typu Vi1 s2 (51 # S2) s s1 aj S2 reprezen-
tujacimi prvky z mmnoZiny studentov, kde napriklad premennd Vo g hovori,
ze Ondro sa umiestnil lepsie ako Stano resp. ze Ondro sa neumiestnil lepsie

ako Stano (v zavislosti na interpretéacii kédujuceho symbolu). .

Je teda zrejmé, Ze pre tu istt ulohu je mozné vytvorit viacero roz-
nych reprezentacii. Pre planovanie turnaja jedna reprezentacia pouzivala
explicitné oznadenie dvojice jej pomenovanim zatial ¢o druhé reprezentéacia
dvojicu vyjadrovala implicitne vymenovanim jej ¢lenov. Pre zistenie pora-
dia Studentov jedna reprezenticia stavala na absolitnom poradi studentov,
zatial ¢o druha pouzivala relativne poradie Studentov. Preferencia medzi
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reprezenticiami moze byt zaloZend na tom, v ktorej reprezentécii sa jed-
noduchsie vyjadria podmienky dané tlohou alebo ktora reprezentacia sa
ukaze vhodnejsia pre pouzity SAT solver.

Priklad 3.2 Podmienka viazana na ¢islo dvojice (napr. Ondro sufazi
stale v prvej dvojici) sa d& jednoducho vyjadrit pri explicitnej reprezen-
tacii dvojice (=V1,0,2,...,V5,0.2) aviak nedd sa vyjadrit pri implicitnej
reprezentacii dvojic.

Podmienka viazand na kombinovanie Studentov (napr. Stano a Jaro
sutazia v parnom kole) sa dé vyjadrit v oboch reprezentaciach, avsak toto
vyjadrenie je pri implicitnej reprezentacii dvojic (Va5.7 V. Vi sy V Va 55 V
V4,7.5) jednoduchsie ako v pripade explicitnej reprezentéacii dvojic ((Va,5,1 A
Vos1)V (Vasa2 AVaga)V (Vasi AVau1)V (Vasz AV g2))-

Absolatne umiestnenie (napr. Jaro skoncil na trefom mieste) sa jedno-
duchsie vyjadri pri absolitnom poradi (V;3) avSak dé sa vyjadrit aj pri
relativnom poradi (=2 V.7, Vs0,V1s, ViR))-

Relativne umiestnenie (napr. Jaro skoncil lepsie ako Ondro) je trividlne
vyjadrit pri relativnom poradi (Vo) avsak da sa, hoci aj zlozitejsie, vyjad-
rit aj pri absolitnom poradi (Vj1 — Vo2V Vo3V VosVVos,..., V4 —
VO,5)- °

Medzi navrhnutymi premennymi mozu existovat zavislosti, urcujice
vzdjomné vztahy (kompatibilitu ¢ nekompatibilitu) medzi kombinaciami
prvkov mnozin, reprezentovanych tymito premennymi. Tieto vztahy su tlo-
hovo Specifické, pretoze su zalozené na informéciach tykajuicich sa priamo
poziadaviek rieSenych tloh. KedZe za validné rieSenie sa povazuje iba to,
ktoré splia vsetky poziadavky kladené naii definiciou tlohy, opomenutie
explicitného vyjadrenia niektorej podmienky moéze mat za nasledok gene-
rovanie nevalidnych rieseni.

Kvoli naslednému kédovaniu podmienok je vhodné, ak podmienky st
presne Specifikované, najlepsie nielen popisnym spésobom ale pouzitim ne-
jakého formalneho zapisu.

Priklad 3.3 Uvazujme pripad planovania turnaja s pouzitim premennych
typu Vi 5.4, kde k € Vi, s € V5 a d € V. Tieto premenné st navzajom za-
vislé, napriklad nie je mozné aby dve premenné Vs g2 a V3 r1 mohli sticasne
vyjadrovat pripustnu situdciu (kompatibilitu dvoch kombinécii prvkov po-
uzitych mnozin), pretoze Fero neméze byt naraz na dvoch miestach.

Pre zabezpecenie vzajomnych zavislosti medzi premennymi je potrebné
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dodrzat podmienky!

e kazdy student v kazdom kole moze byt maximélne v jednej dvojici
(bud v jednej ak v danom kole sitazi alebo v ziadnej ak v danom kole
ma volno)

Vs e Ve,Vk e Vit <1 (Vios1s Vies,2)s

e kazdy Student pocas turnaja musi byt presne v Styroch dvojiciach
(sufazi so Styrmi supermi)

VseVi: =4 Vi1, V1,52, V2,51, V2,52, -5 V5,615 V5.62),

e kazda dvojica spédja presne dvoch réznych Studentov (nikto nestutazi
sdm so sebou ale vzdy s jednym zo svojich protivnikov)
Vk e Vi,Vd e Vg =2 Vi.rd, V0.4, Vk,S.ds Vie.Rd> Vkdd)s

e 7iadna dvojica Studentov sa nemdze opakovat v réznych koléch (so
ziadnym protivnikom sa nesutazi viackrat)
Vsl,SQ S VS kde s1 75 SQ,Vkl,kQ S Vk kde kq 75 kQ,le,dQ € Vd :
Vk17517d1 A V/f1782,d1 - _|(Vk27517d2 A Vk2782,d2)'

e kazdy Student sufazi v Styroch kolach (pretoze mé Styroch siperov)
Vs € Vst =4 Vis1V Vis2,Vas1VVas2,. ., Vss1V V552)

e kazdy Student s kazdym protivnikom stutazi prave raz
Vs1,89 € Vi kde s1 # s9 ¢
=1 (V1510 AV1s2,15 Viss1,2 A V1ss 25 43 Vsisido A Vis,2)

Okrem uvedenych podmienok je mozné definovat aj dalsie podmienky, na-

priklad Ze kazda dvojica sa musi vyskytnut aspori v jednom kole. o

Podmienka méze byt redundantnd alebo neredundantnd. Redundancia
podmienky vyjadruje vztah danej podmienky k ostatnym definovanym pod-
mienkam. Je zaloZena na tom, Ze zabezpecenie platnosti niektorych pod-
mienok moZe znamenat sicasne aj zabezpecenie platnosti inych podmienok.
Redundantnou je teda takd podmienka, ktorej platnost vyplyva z inych
podmienok v ramci uvazovanej mnoziny podmienok. Jednd sa o relativnu
vlastnost — podmienka v nejakej mnozine podmienok méze byt redundant-
nou zatial ¢o v inej mnozine podmienok redundantnou nemusi byt.

Redundantné podmienky mozu byt vypustené z mnoziny podmienok.
Tym sa zjednodusi vytvarany model Glohy a jeho vysledna podoba v tvare
CNF bude jednoduchsia (v zmysle po¢tu klauzil). Na druhej strane to

1<, =k a > st kardinalitné ohraniéenia, reprezentujice podmienku, Ze maximalne,
presne alebo minimalne k alternativ z daného zoznamu alternativ je pripustnych.
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nemusi znamenat rychlejsie néjdenie rieSenia solverom — ¢asto solver dokaze
pracovat efektivnejsie v pripade, Ze ma k dispozicii viac klauzual (pri hladani
nespravnym smerom dokaze skor dospiet ku konfliktu), ktoré musi hladanou
interpretaciou symbolov splnit. KedZe to vSak neplati vSeobecne, nedéd sa
poskytnit vSeobecné doporudenie, ¢i redundantné podmienky vynechavat
alebo nie.

Pri definovani podmienok v skutoc¢nosti stac¢i pouzit minimdlnu mno-
Zinu podmienok (takd mnozina, ktord obsahuje iba neredundantné klau-
zuly). Vypustenie hociktorej podmienky z tejto minimalnej mnoziny ma za
nasledok generovanie sice formélne spravnych avSak vzhladom na rieSent
tlohu nevalidnych rieseni — po vynechani niektorej podmienky z tejto mi-
nimalnej mnoziny uz totiz nie je garantované dodrzanie vSetkych zavislosti
medzi premennymi.

Priklad 3.4 V predchadzajicom priklade Siestich podmienok napriklad
podmienka “kazdy Student v kazdom kole moze byt maximaélne v jednej
dvojici” vyplyva z platnosti podmienok “kazdy student pocas turnaja musi
byt presne v Styroch dvojiciach” a “kazdy Student statazi v styroch kolach”,
pretoZe nie je mozné zostavit taky rozvrh, ktory by prvi z tychto podmie-
nok nesplial ale ostatné dve 4no. Podobne podmienky “kazdy Student s
kazdym protivnikom stitazi prave raz” a “kazd4 dvojica spéaja presne dvoch
roznych Studentov” dokézu nahradif podmienku “Ziadna dvojica Studentov
sa nemoze opakovat v roznych kolach”.

Ulohu minimélnej mnoziny podmienok mézu plnif napriklad tieto tri
podmienky:

e kazdy student v kazdom kole méze byt maximéalne v jednej dvojici,
e kazda dvojica spaja presne dvoch roéznych studentov,

e zZiadna dvojica Studentov sa nemdze opakovat v réznych kolach.

Neuvazovanie prvej podmienky by mohlo mat za nasledok vznik planu
1. kolo: Fero-Ondro a Fero-Rudo, 2.kolo: Fero-Jaro a Fero-Stano, 3. kolo:
Ondro-Jaro a Ondro-Stano, 4. kolo: Ondro-Rudo a Stano-Rudo, 5. kolo:
Stano-Jaro a Rudo-Jaro.

Nerespektovanie druhej podmienky by pripustilo plan tvaru 1. kolo:
Fero- a Stano-, 2.kolo: Fero- a Stano-, 3. kolo: Ondro- a Stano-, 4. kolo:
Rudo- a Stano-, 5. kolo: Jaro- a Rudo-.

Vypustenie poslednej podmienky by umoznilo rozvrh typu 1. kolo: Fero-
Ondro a Stano-Jaro, 2.kolo: Fero-Rudo a Ondro-Stano, 3. kolo: Fero-Jaro a
Stano-Rudo, 4. kolo: Fero-Ondro a Rudo-Jaro, 5. kolo: Ondro-Jaro a Stano-
Rudo.
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Casto je potrebné vyjadrit (ako uz aj bolo potrebné pouzit v predcha-
dzajucich prikladoch podmienok) nejaké obmedzenie na platnost iba uréi-
tého poctu alternativ z nejakej mnoziny dostupnych alternativZ. Forméalne
to je mozné vyjadrit

<k (X1, X2,...,Xy,)—menej ako k alternativ z n méze byt pravdivych
a teda ostatné z danej mnoziny musia byt nepravdivé,

<k (X1, Xo,...

, X)) — maximalne k alternativ z n moze byt pravdi-

vych (teda vratane po¢tu rovného hodnote k)

> (X1, Xo,...,X,) — viac ako k alternativ z n musi byt pravdivych,
>k (X1, Xo,...,X,) — minimalne k alternativ z n musi byt pravdi-
vych,

= (X1, Xo,...,X,,) — prave k alternativ zm je pravdivych.

Podmienka “menej ako” moze byt nahradend podmienkou “maximalne”
pouzitim ich vzajomného vztahu

<p (X1, Xz, Xn) = <1 (X, Xo, ., XG)
a analogickym spdsobom je mozné tiez nahradif podmienku “viac ako” po-
mocou podmienky “miniméalne”. Teda nie je potrebné sa Specidlne venovat
podmienkam ostrych nerovnosti.

KedZe podmienka “prave” moze byt vyjadrend ako stcasnd platnost
ostatnych dvoch podmienok zalozenych na neostrych nerovnostiach

=i (X1, X0, 00, X)) = S (X, X, X)) A 2 (X, Xo, 0 X))

tak ani rovnost nie je nutné uvazovat osobitnym spoésobom.

A navyse kedZze podmienky “aspont” a “najviac” st ekvivalentné podla

vztahu

21@ (leXQ)"'aXn) — Sn—k (_'Xla_'X27"'7_'Xn)
tak je pri kédovani kardinalitnych ohrani¢eni postacujice sa zaoberat iba
jednym ohrani¢enim — podmienkou “najviac k”. Tato plati pre 0 < k <

n (k = 0 moZze byt jednoducho reprezentované pomocou n jednotkovych

2 Alternativami mozu byt trebérs symboly alebo logické vyrazy nad symbolmi alebo
vyjadrenie Ze premennd nadobida nejakd hodnotu zo svojej domény.
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klauzal tvaru —X;, pripad k& = n reprezentuje vzdy splnené ohranicenie,
ktoré mozno vynechat).
Podmienku <; mozno kédovat viacerymi spdsobmi, z ktorych je naj-

KODOVANIE jednoduchs$im binomické kddovanie. Zo sémantiky podmienky vyplyva, Ze

pre nejakd hodnotu k nie je povolené, aby existovala nejaka (k + 1)-tica
alternativ, napriklad Xi,..., Xg, Xx11, z ktorych by vsetky boli pravdivé
— aspoil jedna z nich musi byt nepravdivid. Toto moze byt reprezentované
ako

(XA AX A X)) =XV VX VX

¢o vylucuje porusSenie podmienky platnosti maximalne k alternativ z tejto
konkrétnej (k + 1)-tice. A pretoze toto plati pre kazdi mozna kombinéciu
k + 1 alternativ, je potrebné generovat taktto klauzulu pre vSetky mozné
kombinécie dlzky k + 1

A V X

MC{1,..n},|M|=k+1 ieM

¢o vyzaduje ( ) klauztl dizky &+ 1.

n
k+1
Priklad 3.5 Pre ilustraciu uvazujme opitf pldnovanie turnaja s reprezen-
taciou pomocou premennych typu Vi s 4 pre kombinovanie kol, Studentov
a dvojic. Jednou z podmienok pouZitia takéhoto vyjadrenia bolo, ze kazda
dvojica spaja presne dvoch réznych studentov, ktord bola vyjadrend ako
kardinalitné ohranicenie tvaru

Vk € Vi,¥d € Vy: =2 Vi,rd» Vi,0.d> Vk,S,d> Vi,R,ds Vi, J.d)

KedZe takéto premenné maji bindrne domény, tak kazdu z nich je mozné re-
prezentovat priamo jednym symbolom, kde napriklad premenna V; r; bude
reprezentovana symbolom X; 1. A teda uvedentl podmienku je potrebné
zakdédovat ako kardinalitné ohrani¢enie =9 nad mnozinou piatich symbo-
lov. Tak napriklad pre tretie kolo a druht skupinu je mozné toto zakédovat
pomocou dvoch viet, kde prva veta, kédujica <s, ma tvar CNF s desiatimi
klauzulami

—~X3p2V X302V X350 X3p2V X302V X3R2
X3 p2V X302V X352 X3p2V X350V X3R2
X3 p2V X352V X372 XzpoVX3pgoV X329
X302V X352V -X3pe X302V X352V X302
X302V X3p2V X3 2 X352V X3p2V X350
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a druhd veta, kédujiuca komplementarne ohranienie >5, ma tvar CNF

X3 r2V X302V X352V X3ra X3zpaVX302V X350V X320
X3 r2V X302V X3proV X372 X3paVX3s52VX3poV X302
X302V X352V X3Rr2V X3 2

s piatimi klauzulami, kazda so Styrmi literalmi. o

Casto sa vyskytujicim pripadom kardinalitného ohrani¢enia je pripad
=1 (X1,...,Xn). V tomto pripade binomické kédovanie pre >; je velmi
jednoduché — jedna klauzula spajajica v disjunkcii vsetkych n alternativ.

Naopak, kédovanie pre <; je sice tvorené iba dvojliterdlovymi klauzulami,
avSak problematicky je ich pocet, ktory je radovo n? a teda s rastiicou
hodnotou n ich pocet prilis rychlo rastie.

Kvoli velkému poctu generovanych klauzul preto existuje mnoho dalsich BINARNE
kédovani. Jednym z nich je bindrne kédovanie, ktoré je zalozené na loga- KODOVANIE
ritmickom kédovani. Pre <j (Xi,...,X,) je k povodnej n-tici alternativ
pridanych & skupin [logon| pomocnych symbolov, navzajom rozlisujtcich
jednotlivé alternativy, ktoré umoznia vytvorit logaritmické kddovanie al-
ternativ. Previazanie pévodnych symbolov na tieto pomocné symboly sa
realizuje implikadciami. Najlepsi spdsob vysvetlenia tohto kédovania je vsak
pomocou ilustra¢ného prikladu.

Priklad 3.6 Pre ilustraciu tohto kédovania pre urcenie vysledku tur-
naja op#t uvazujme s reprezentaciou pomocou premennych typu Vi s 4 pre
kombinovanie kél, Studentov a dvojic. Jednou z podmienok bolo, ze kazda
dvojica spaja maximalne dvoch Studentov, ¢o je vyjadrené v tvare

Vke Vi,Vd € Vi <9 (ViFrd, V0.4 Vk,Sd Vi,Rd> Vk,Jd)

Nech opiit st tieto premenné reprezentované priamo jednym symbolom
(premenna Vs pp pomocou symbolu X3 r2) a teda uvedent podmienku je
v pripade druhého kola a prvej dvojice potrebné zakddovat ako kardina-
litné ohranicenie <5 nad mnozinou piatich symbolov X> 1, X2 0.1, X251,
Xor1a Xo 1.

Pre vzajomné rozlisenie piatich alternativ postacuja tri pomocné sym-
boly ([log25] = 3). KedZe v nasom ohraniceni <j; je k = 2, je potrebné
pouzit dve trojice pomocnych symbolov. A tak pre druhé kolo a prvii dvo-
jicu je moZné ohranicenie zakédovat pomocou sady implikacii

X27F,1 — (—|Xa A —|Xb A _‘Xc> V (_'Xd A —|X€ A _'Xf)
Xo01— (XoA-XpAXe) Vo (mXgA-XeAXy)
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Rozsirenie: Kédovanie kardinalitnych ohraniceni sekvenénym citacom

Okrem binomického a bindrneho kédovania st aj iné kédovania
(napr. sekvencné, commander, product, bimander, kardinalitné siete,
atd.), ktoré podobne ako bindrne kédovanie znizuju pocet klauzl
oproti pouzitiu binomického kédovania za cenu definovania dodatoc-
nych pomocnych symbolov.

Sekvencné kédovanie je zalozené na sekvencénom elektronickom ob-
vode, pozostavajicom z n registrov. Kazdy register pocita pocet prav-
divych vstupov, pricom zohladtiuje pravdivost “svojho” vstupu a pocet
pravdivych predoslych vstupov (po¢itany prechddzajicim registrom).
Prvy register tak sleduje a zohladiiuje iba jeden vstup, zatial ¢o po-
sledny register sleduje sice iba jeden vstup avSak zohladiiuje vsetky
vstupy. Samotné kddovanie je realizované podla predpisu pravidiel,
ktoré pracuju okrem vstupov X; aj s novodefinovanymi pomocnymi
symbolmi R; ;.

Pre ohranicenie <j; (X1,...,X,) to je pit pravidiel, popisujucich
propagaciu hodnoty FALSE obvodom doprednym smerom:

n—1 k

/\ -X;V R - Ry

i=1 j=2
n—1 k n—1 k
/\ /\ —Ri_1;V R /\ —X; VR 11V R
i=2 j=1 i=2 j=2

n
/\ X5 VR
=2

Celkovo sekven¢né kédovanie vytvara k(n—1) novych pomocnych sym-
bolov a generuje 2nk + n — 3k — 1 klauztl s jednym az tromi literalmi.

Pre ohranic¢enie >; (Xi,...,X,) to je opidt péf pravidiel, pricom
vSak teraz sa vychadza z propagacie hodnoty TRUE obvodom spétnym
smerom:

=
>

-Ri1V Xy Ry 1 RV Ri_1;-1
=2 j=2
k n k
/\ _‘Rl,j /\ /\ —|Ri7j V Ri—l,j VvV X;
=2 i=2 j=1

Teraz sekvencéné kédovanie vytvara kn novych pomocnych symbolov a

kgeneruje 2nk —n — k + 2 klauztl s jednym az tromi literalmi.

J
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X27S71 — (ﬁXa/\Xb/\—\Xc) \Vi (_‘Xd/\Xe/\_‘Xf)
X27R71 - (_'Xa A Xp A Xc) V (_‘Xd ANXe A Xf)
X27J71 — (Xa/\—!Xb/\—\XC) V (Xd/\_|Xe/\_|Xf)

kde X,, Xj a X, je prva trojica pomocnych symbolov a Xy, X, a Xy je zase
druhé trojica pomocnych symbolov. Teda jednotlivé alternativy pouzivaja
navzajom rézne kombinacie pomocnych literalov v kazdej zo skupin tychto
pomocnych symbolov.

Vyber jednej z alternativ spésobi urcitl interpretaciu pomocnych sym-
bolov jednej trojice a vyber druhej alternativy nastavi interpretaciu po-
mocnych symbolov v druhej trojici. Tym padom pri danom nastaveni po-
mocnych symbolov nezostdva moznost vyberu Ziadnej z ostatnych alter-
nativ, pretoZze ostatné implikdcie mozu byt splnené iba v pripade, Ze ich
predpoklad je interpretovany ako nesplneny. Pri takomto kédovani je teda
zabezpecené, Ze najviac k alternativ bude zvolenych.

Pretoze pravidlo Z — (X1 A ... A Xfiogon]) V (Y1 Ao oA ¥jggg,n) sa dd
nahradit pomocou [logan]? klauzil

-ZVvVXi1VY: -ZVX1VY
—Z NV X1V Y”092"] —Z N X9 VY]
—ZN X[loggn] \ Yﬂogznw—l —ZN X[logzn] v Y[logzn]

tak celkovy pocet generovanych klauzal pre n alternativ ohranicenia <j
je n[logan]*. To je mensi pocet generovanych klauzil ako pri binomickom

kédovani pre vicsie hodnoty n a malé hodnoty k.. o

Pritomnost symetrie znamené, Ze reprezentacia problému pripusta via- SYMETRIA
cero rieSeni, ktoré st navzajom zamenitelné. Ukdzkou takejto zamenitel- RIESENI
nosti v pripade planovania turnaja pri pouziti premennych typu Vi 4 a ich
priameho kédovania je symetria v rdmci jedného kola, kde dve rieSenia sa
mozu 1i8it zdmenou dvojic, napriklad

e riesenie 1: .. . Xl,F,h X1’071, XLS,Q, XLR’Q, Ceey
e riesenie 2. .. .y X17F72, Xl,O,Q, Xl,S,la Xl,R,la Ceey

alebo symetria v rdmci turnaja, kde dve rieSenia sa mozu 1isit zdmenou kol,
napriklad

e riesenie I: ..., X1 F1, X1,01, X1,52, X1,R2) -+ -, X2, F1, X2,5,1, X2,0,2,
X272y -
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o riesenie 2: ..., Xop1, X201, X252, X2 R2, -+, X1,F1, X1,5,1, X1,0,2,
X1,7,25 -+

Vysledkom pritomnosti symetrie mdze byt stazenie néjdenia rieSenia
metdédami, ktoré postupne nachadzaju interpretaciu jednotlivych symbolov,
pretoze pre nejakl skupinu symbolov mézu najst interpretaciu vedicu na
jedno riesenie a pre inu skupinu zase interpretaciu vedicu na iné riesenie
— a tieto dve parcidlne interpretcie nemusia byt navzajom kompatibilné
a nedaju sa navzajom kombinovat (a teda asponi jednu z tych parcidlnych
interpretécii je potrebné “oducit” aby bola Sanca najst jedno z rieseni).

RUSENIE Vyskyt symetrickych rieseni sa povazuje skoér za nevyhodu. Preto je
SYMETRIE vhodné upravit reprezentdciu problému tak, aby sa ¢o najviac obmedzil
vyskyt tychto symetrickych rieSeni. MoZnym sposobom, ako obmedzovat
symetriu, je vyuzivat usporiadanie symbolov ¢i ich indexov. Tento princip
je reprezentovany v pozadovani, aby vyprodukované riesenie dodrziavalo
nejaké predpisané usporiadanie svojich zloziek —~ doplnenim vhodnych ohra-
niceni sa vyludia tie rieSenia, ktoré su sice z hladiska rieSenia tilohy validné
aviak pozadované usporiadanie nespliiaju.

Priklad 3.7 V pripade symbolov typu Xj ;4 je mozné indexy k a d
povazovat za usporiadané, kedZe ich hodnoty je mozné navzéajom usporiadat
(ich hodnoty st z intervalu prirodzenych €isel). No hodnoty, ktoré moézu byt
dosadzované za index s st z mnoziny, nad ktorou zatial nie je usporiadanie.
Ak sa pouzije lexikografické zotriedenie, tak sa ziska poradie

Fero < Jaro < Ondro < Rudo < Stano

a teda v ramci tohto usporiadania vsetci Studenti, ktori si < ako On-
dro vytvaraju podmnozinu troch Studentov { Fero, Jaro, Ondro}. Podobne
Fero+ 3 bude znacit Ruda a Fero + 0 bude znacit Fera.

Skupiny v ramci kola potom mozme usporiadat tak, Ze ten Student zo
zucastnenych sitaziacich v danom kole, ktory je z nich v danom poradi
prvy, bude sutazit vzdy v prvej skupine. Kedze v kazdom kole mé volno
prave jeden student, tak sa tdto podmienka tyka iba Fera a Jara a je mozné
ju formélne vyjadrit ako

J—1

501
AN N ~Xepriya = X (rag) 2
k=17=0 \ i=0

pricom pre nejaké konkrétne kolo k sa rozvinie do klauzal
T = =Xy (Ft0),2

Xk, (F10),1 = Xk (F41),2
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hovoriacich, ze Fero (F40) nemoze byt v druhej dvojici a taktiez Jaro (F+1)
nemoze byt v druhej dvojici ak v prvej dvojici nie je Fero. Ak by bol turnaj
organizovany takym sposobom, ze v nejakom kole mézu mat volno az traja
sutaziaci, sta¢i v podmienke vyssie nastavit j = 0...3 a rozvoj podmienky
by obsahoval aj klauzuly

Xk (Pr0)1 AN X (P11 X (Fr2)2
X, (Fr0)1 AN Xk (P11 A 7 Xp (mr2)1 = Xk (F13),2

stanovujuce, Ze Ondro nemoze byt v druhej dvojici ak v prvej. dvojici nie
je Fero ani Jaro a podobne Rudo nemdze byt v druhej dvojici ak v prvej

dvojici nie su Fero, Jaro ani Ondro. o

Ak by boli dvojice v ramci kol usporiadané, je mozné jednotlivé kola
usporiadat napriklad podla prvej dvojice. Toto by bolo jednoduché, ak by
sme napriklad vedeli pozicie stutaziacich v rdmci dvojic — primérne by sa
triedilo podla prvej pozicie prvej dvojice a sekundarne podla druhej pozicie
tejto dvojice. Teda ak by napriklad prva dvojica v nejakom kole bola s; — s2
a prvéa dvojica v neskorSom kole bola s3 — s4, tak by sa pozadovala platnost
$1 < s3 v pripade roznych stufaziacich na prvej pozicii a platnost so < s4 v
pripade toho istého stutaziaceho na prvej pozicii (teda s; = s3).

Dvojica je sice explicitne reprezentované pri type premennych Vi , 4,
avsak este chyba reprezentacia pozicie. Preto niekedy sa voli reprezentéacia,
ktoréd na prvy pohlad obsahuje redundantné tidaje, ktoré vsak je mozné
vyuzit pri ruSeni symetrie.

Priklad 3.8 Namiesto Vs 4 je mozné zvolit redundantni reprezentaciu
Vi.s.d,p, kKde p s doménou {1, 2} vyjadruje poziciu v dvojici d.
Pre dosiahnutie usporiadanie k6l na zaklade hracov v prvej dvojici je
mozné pridat podmienky pre tito redundantnt reprezentéciu
Vs1, S2 € Vg kde 51 < s, Vk1,ky € Vi kde k1 < kg :
Xk 50,11V 7 Xk 81,1,1
Vs, 81,89 € Vs kde s1 < s9, Vki,ko € Vi kde k1 < ko :
Ky 5,11 A Xig 51,1 = Xk 50,12 V Xy 51,1,
ktoré zabezpecia pozadované usporiadanie jednotlivych kol (tym Ze vylacia

tie usporiadanie, ktoré nezodpovedaju poziadavke). o

Doteraz sme uvazovali iba pripad, ked premenné boli navrhované ta-
kym spbsobom, ze kazda z nich reprezentovala nejaki kombinaciu elemen-
tov z mnozin artefaktov, poskytovanych definiciou riesenej tilohy. Domény
takychto premennych boli dvojprvkové — bud reprezentovand kombinacia
elementov bola pripustna alebo nie.
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No moze nastat aj taky pripad, Ze priamo definicia tlohy pracuje s pre-
mennymi, ktorych doména obsahuje urcity pocet prvkov (typicky je doména
s viac ako dvomi prvkami). V tomto pripade moze byt Gcelné nevytvarat
premenné ako prvky Kartézskeho st¢inu mnozin ale priamo reflektovat do-
ménové premenné. Samozrejme navrh podmienok, urcujici zavislosti medzi
premennymi, musi zohladnif takyto spésob navrhu premennych.

Priklad 3.9 Pre ilustraciu uvazujme druhi ¢éast ilustraéného problému
na strane 68. V probléme urcéenia vysledkov turnaja vystupuje mnozina Stu-
dentov V; = {Fero, Ondro, Stano, Rudo, Jaro} a k nej mnozina umiestneni
Vin = {1, 2, 3, 4, 5}.

Namiesto kombinovania prvkov mnozin Vs a V,, a vytvorenia 25 pre-
mennych typu Vs ,,, kde s reprezentuje prvok z mnoziny studentov a m zase
prvok z mnoZiny umiestneni, je mozné pouzit pat premennych F, O, S, R
a J, Vsetky tieto premenné maji rovnaka doménu {1,2,3,4,5}. Prirade-
nie F = 2 reprezentuje to, ze Fero skoncil na druhom mieste, priradenie
O = 3 hovori, Ze tretie miesto obsadil Ondro. Analogicky premenné S, R
a J reprezentuju umiestnenie Stana, Ruda a Jara.

Pre zabezpecenie vzadjomnych zavislosti medzi premennymi je potrebné
dodrzat podmienky

e kazdy Student obsadil iné miesto (neuvazuje sa s delenim nejakého
umiestnenia medzi viacerych tcastnikov): alldif F, O, S, R, J)

Stanovo tvrdenie (v zmysle Jarovho vyroku): (7 =1) & (F = 2)

Ferovo tvrdenie: J < O

Ondrovo tvrdenie (v zmysle Jarovho vyroku): (R =1) & (J = 2)

Rudovo tvrdenie: (S # 5) A (J > 3)

kde “alldiff” reprezentuje ohranicenie, pozadujice aby vymenované pre-
menné nadobudli navzajom rdézne hodnoty (ziadna dvojica z tychto pre-

mennych nesmie mat priradent rovnaka hodnotu). o

Pri reprezentovani tiloh sa teda mozno ¢asto stretnif aj s pripadom, ked
v popise problému vystupuje nejaka premennd, ktorej doména je tvorend
mnozinou vymenovanych hodnét, ktoré premennéd moze nadobudat. Ak je
takdto premennd bindrna (moéze nadobudaf iba jednu z dvoch moznych
hodnot), tak takito premennd je mozné reprezentovat priamo symbolom
(napriklad premennt V symbolom X) — ak symbol plati, tak premenna
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nadobudla jednu z hodnét, a ak symbol neplati, tak premenné nadobudla
druht hodnotu.

Kdédovaci problém nastéva, ak doména premennej V je tvorend mnozi-
nou moznych hodnot {Hy, Hy, ..., H,}, prifom n > 2. Vtedy nie je mozné
trividlne kédovanie tejto premennej jednym symbolom, ale je potrebné po-
uzif symbolov viac.

Pri priamom kédovani sa pouzije n symbolov, pricom kazdy reprezen- PRIAME
tuje jednu z hodnot — symbol Y; bude reprezentovat skutoc¢nost, Ze pre- KODOVANIE
mennd ) nadobudla i-tu hodnotu H; zo svojej domény (V = H;). PREMENNEJ

Ku kédovaniu je potom este potrebné pridat podmienku, %e premennd
musi nadobudnif préve jednu hodnotu.

Sl (Y17Y27}/37‘--7Yn) /\ 21 (Y17Y27}@)7"')Yn)

Podmienka <; bude pri metéde binomického kédovania kardinalitnych ohra-|}
niceni kédovana v tvare

(Y1 VaYo) A (RY1 VAY3) AL A (AY,m1 VYY)
a pri bindrnom kédovani kardinalitnych ohraniceni zase v tvare
(Y1 = XA A Xfiogan]) A (Y2 = ) AA (Y — 1)

kde { X1, ..., X[jogon] } SG pomocné symboly doplnené bindrnym kédovanim.
Komplementarna podmienka >; bude pri metéde binomického kddovania
kardinalitnych ohraniceni kédovana vetou

1Vv...VY,)

a vzhladom na jednoduchest tohto kédovania sa v pripade tejto podmienky
binarne kédovanie nepouziva.

Symboly Y7,....Y,, buda stic¢astou mnoziny symbolov S; a kardinalitné
ohranicenie zase sucastou mnoziny klauzil Fy (krok kédovanie premennych
v algoritme Alg. 3.1).

Priklad 3.10 V priklade uréovania vysledkov turnaja by bolo potrebné
pouzit 25 symbolov Fy ... F5,01...05,51...55, R1...Rs a J; ... Js5. Sym-
boly Fi ... F5 reprezentuji mozné priradenia hodnét premennej F — napri-
klad symbol F5, reprezentuje F = 2. Ostatné symboly analogickym sposo-
bom reprezentuju priradenia hodnét zvysnym premennym.

Definicia symbolov musi byt este doplnena piatimi kardinalitnymi ohra-
niceniami

VX, X =F,0,8R,J : =1 (X1,X2, X3, X4, X5)
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ktoré je potrebné transformovat na desat ohraniceni typu <;. o

Pri logaritmickom kddovanit je potrebnych pre jednu premennt pouzit
m = [logan] symbolov. Vztah medzi symbolmi, pouzitymi pre reprezen-
taciu hodnét domény premennej a samotnymi hodnotami je zlozitejsi. Pre
zjednodusenie uvazujme konkrétny priklad domény s piatimi hodnotami
H; a7z Hs. Pre ich kédovanie st potrebné tri symboly X; az X3 podla
nasledujucej tabulky:

X, X X3 X, X5 X3
M, || FALSE | FALSE | FALSE | | I || FALSE | FALSE | FALSE
H, | FALSE | FALSE | TRUE | | H, || FALSE | FALSE | TRUE
H; | FALSE | TRUE | FALSE | | H; | FALSE | TRUE
H, | FALSE | TRUE | TRUE | | H, | TRUE | FALSE
Hs | TRUE | FALSE | FALSE | | Hs | TRUE | TRUE

Tab. 3.1: Ukazka logaritmického kédovania

Fakt, ze premenna nadobudla nejaka hodnotu, sa vyjadri ako konjun-
kcia literalov. Bud sa pouzije vzdy vSetkych m symbolov (neoptimalizovana
podoba — Tavéa tabulka v Tab. 3.1) alebo pre niektoré hodnoty sa pouzije
m a pre iné zase m — 1 symbolov (optimalizovand podoba — prava ta-
bulka v Tab. 3.1). Teda napriklad pouzitie hodnoty Hy sa vyjadri bud ako
-X1 A Xo A X3 alebo ako X1 A =X

Vyhodou logaritmického kédovania je mensi pocet potrebnych symbo-
lov. To, Ze premennd nesmie nadobudnif stcasne dve a viac hodnét, je uz
zabezpecené samotnym kédovanim. Pri neoptimalizovanej podobe je nutné
eSte kédovat podmienku, Ze premennd musi nadobudntt aspon jednu hod-
notu (teda ze napriklad X; A X2 A X3 nie je pripustné). To moze byt kédo-
vané vetou

(XL A A X iogon]) V (XTI A A Xiggon])) V-

zahtnajiucou vsetky tie konjunkcie symbolov, ktoré reprezentuji mozné
hodnoty premennej. Toto by bolo sti¢astou mnoziny klauzal F; (krok kédo-
vanie premennych v algoritme Alg. 3.1). Pri optimalizovanej podobe vS§ak
nie je potrebné kédovat ziadnu dodatoént podmienku a kédovanie ni¢im
neprispieva do mnoziny klauzual F;.

Priklad 3.11 Vzhladom k tomu, Ze [loga5] = 3, tak v priklade uréovania
vysledkov turnaja by bolo potrebné pouzit 15 symbolov Fj ... F3, O ...0Os3,
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S1...583, R1...Rg a Ji...Js3. Symboly F} ... F3 konjunkciou svojich lite-
ralov reprezentuju mozné priradenia hodnot premennej F podla

F=1 : -FA-FA-F
F=2 : -FA-ILAF
F=3 ~Fi A Fy
F=4 Fy A —Fy
F=5 A

pricom je zrejmé, ze bol pouzity optimalizovany variant kodovania. Ostatné
symboly analogickym sp6sobom reprezentuji priradenia hodnét zvysnym
premennym.

Definiciu symbolov nie je potrebné doplnit ziadnym dodatoénym ohra-
nic¢enim. o

Pri kédovani sekvencénym citacom je pre jednu premennii potrebné pou-
7it n — 1 symbolov X1, ..., X,,_1. To, Ze premenné nadobudla i-tu hodnotu
zo svojej domény sa vyjadri tak, Ze symboly Xi,...,X;_1 buda pravdivé,
zatial ¢o ostatné symboly budt nepravdivé. Pre validnost takéhoto kédo-
vania je potrebné zabezpecit

e ak symbol X; je pravdivy, tak vsetky symboly X;,j < i musia byt
tiez pravdivé,

e ak symbol X; je nepravdivy, tak vSetky symboly X, j > ¢ musia byt
tiez nepravdivé.

Toto je moZné reprezentovat pomocou podmienky

n—2

N\ (XiV—=Xit1)

i=1
vyluéujtcej pripad =X; A X; 11 ked po nepravdivom symbole nasleduje prav-
divy. Tato podmienka obohati mnozinu klauzal F; (krok kédovanie pre-
mennych v algoritme Alg. 3.1). Désledkom existencie tejto podmienky je
to, ze kédovana premenné vzdy nadobuda prave jednnu hodnotu a neexis-
tuje sposob ako premennej nepriradit Ziadnu hodnotu alebo naopak hodnot
viacero.

Napriklad pre doménu s piatimi hodnotami sa podmienka rozvinie do

klauzularneho tvaru

(Xl V —|X2) A (XQ V —\Xg) VAN (Xg V —|X4)

85

SEKVENCNE
KODOVANIE
PREMENNEJ




“kniha” — 2020/11/2 — 18:46 — page 86 — #86

Reprezentacia znalosti a rieSenie tiloh

Priradenie V = H; by teda bolo reprezentované konjunkciou
XiN . AX, AN XA N X

avSak staci vyjadrit interpretaciu iba dvoch symbolov v tvare H; 1 A—H; a
uvedend podmienka zabezpeci spravnu interpretaciu ostatnych symbolov.
Dokonca v pripade V = H; sta¢i =X a pre pripad V = H,, stac¢i X,,_1.

Vyhodou tohto typu kédovanie je, Ze umozinuje reprezentovat nielen
priradenie jednej konkrétnej hodnoty premennej ale aj to, zZe premenna
nadobtida hodnotu z nejakého intervalu i,....7 — stac¢i nastavit X! | =
TRUE a X]-I = FALSE (pomocou vyrazu X; 1 A =Xj).

Vdaka tomu napriklad vyjadrenie nerovnosti V < Hs pri doméne s
piatimi hodnotami sta¢i kédovat pomocou —X,. Vdaka podmienke obo-
hacujtcej mnozinu klauzal F; symboly X3 a X4 budu interpretované ako
nepravdivé a to znamené ze kédované premennd nemoze nadobudnit hod-
notu Hy ani Hs. Symboly X; a X5 zatial interpretované nebuda — ¢im sa
ponechava moznost neskor ztzit mnozinu hodndt {H;, Hs, H3} na jednu z
nich. Analogicky pri kédovani nerovnosti V > Hs sa vystaci s X5. Teraz
vdaka podmienke na kédovanie bude symbol X; interpretovany ako prav-
divy a to znamené Zze kédovanéd premenné nemoze nadobudnit hodnotu Hy
ani Ho.

Priklad 3.12 V priklade urcovania vysledkov turnaja by bolo potrebné
pouiit’ 20 symbolov F1 e F4, 01 0 oW 04, Sl e S4, R1 e R4 a Jl N J4. Sym—
boly Fi ... #Fy konjunkciou svojich literalov reprezentuji mozné priradenia
hodnot premennej F podla

F=1 = =F
F=2_ : FiAN-F
F=3 : FAN-Fj
F=4.: F3N-Fy
F=5 : Fy

Ostatné symboly analogickym spdsobom reprezentuji priradenia hodnét
zZvySnym premennym.

Definiciu symbolov je potrebné doplnit piatimi dodato¢nymi ohranice-
niami podla

VX, X=FO0,5R,J (Xl\/—|X2)/\(X2\/—|X3)/\(X3\/—|X4)
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Rozsirenie: Hierarchické kédovanie premennych

Pri hierarchickom kédovani sa doména premennej rozdeli na vzad- | HIERAR-
jomne disjunktné poddomény a aZ v nich sa uvazuju jednotlivé hod- | CHICKE
noty. Jedno mozné delenie pre premennt V s doménou {1,2,3,4,5} je | KODOVANIE
na obrazku

Pre zakédovanie nejakej hodnoty je potrebné zakddovat ako poddo-
ménu tak aj hodnotu v danej poddoméne. Pritom obe trovne (poddo-
mény a hodnoty) je mozné kédovat priamo alebo logaritmicky. Vyhoda
hierarchického kdédovania je, Zze pre kédovanie na nizsich arovniach je
mozna recyklacia symbolov — kédovanie hodnét 1, 2 a 3 v ramci poddo-
mény {1, 2, 3} moze pouzivat rovnaké symboly ako kédovanie hodnot
4 a 5 v rdmci poddomény {4, 5}.

Ak pre priklad na obrazku pre trovenn poddomén sa pouzije loga-
ritmické (symbol Y1) a pre trovenn hodnét priame kédovanie (symboly
71, Zy a Z3), tak napriklad priradenie V = 1 sa vyjadri ako Y1 A Z1 a
priradenie V = 5 sa vyjadri ako =Y; A Z5. K tomu je potrebné pripojit
=1 (Z1, Za, Z3) a =(—Y1AZs3) pre zabezpecenie, Ze premennd nadobuda
presne jednu hodnotu.

Roznou kombindciou typov kédovani je mozné dosiahnut potrebu
5 symbolov (obe trovne kédované priamo), 4 symbolov (kombinacia
priameho a logaritmického kédovania) alebo 3 symbolov (obe tGrovne
kédované logaritmicky). Celkovy pocet potrebnych symbolov je vzdy
zdola ohrani¢eny po¢tom nutnym pri nehierarchickom logaritmickom
kédovani a zhora je ohrani¢eny po¢tom potrebnym pri nehierarchickom
priamom kédovani. Ak pre obe trovne sa pouzije priame kédovanie,
pocet klauzul pre zabezpecenie jednoznac¢nosti priradenia je typicky
nizsi ako pri nehierarchickom priamom kdédovani.

Delenie na poddomény moze byt aj viactroviiové. Pocet trovni
poddomén a spdsob a pocet deleni na nejakej trovni su volitelné. V
pripade, Ze nie kazda kombindacia symbolov z rdznych trovni je pri-
kpustné, tak nepripustné kombinécie je potrebné vylucit. )
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umoznujucimi definovanie priradenia hodnoty premennej iba jednym alebo

dvomi symbolmi. o

V prvom kroku algoritmu Alg. 3.1 si1 navrhované podmienky, ktoré ref-
lektuju zavislosti existujice medzi navrhnutymi premennymi. Tieto ilohovo
Specifické podmienky je potrebné kédovanim pretransformovat do tvaru lo-
gickych vyrazov definovanych nad logickymi symbolmi. Kedze podmienky
sa tykaja premennych, tak kddovanie podmienok musi zohladnit pouzité
kédovanie tychto premennych. Pri réznych kédovaniach premennych bude
viest kédovanie podmienok na vety rézneho tvaru.

V pripade premennych s dvojprvkovymi doménami (vyjadrujicimi ¢i
situdcia reprezentovand danou premennou plati alebo nie) je kédovanie
pomerne jednoduchd zalezitost. KedZe v tomto pripade st premenné re-
prezentované iba jednym symbolom, tak vlastne sta¢i vo formalnej podobe
navrhnutych ohraniceni zamenit oznacenia premennych za oznacenia zod-
povedajticich symbolov.

Zlozitejsia situacia nastava v pripade, ak doména premennej obsahuje
viac elementov ako dva. Kédovanie takychto premennych nahradza pre-
menné mnozinou symbolov. Jednotlivé metddy kédovania sa navzajom lisia
v dvoch aspektoch:

e poctom symbolov, ktoré st potrebné pre kddovanie jednej premennej,

e vhodnostou kédovania pre vyjadrovanie podmienok uréitého $pecific-
kého typu.

Pocet pouzitych symbolov pre jednu premennt koliSe v intervale, ktorého
minimélna hodnota je dané logaritmickym kédovanim a maximaélna hod-
nota zase priamym kddovanim premennych. Z druhého hladiska napriklad
kardinalitné ohranicenia sa najjednoduchsie kéduja pri priamom kédovani
premennych zatial ¢o nerovnosti st najjednoduchsie vyjadrené kédovanim
sekvenénym citacom.

Preto este pred samotnym kdédovanim premennych je vhodné sa za-
mysliet, aké typy ohraniceni nad premennymi si definované a ako volba
kédovania premennych ovplyvni zlozitost nasledného kédovania ohranic¢eni
nad tymito premennymi.

Priklad 3.13 V priklade na strane 82 boli definované podmienky pre ilus-
traény priklad urcenia vysledkov turnaja. Tieto podmienky boli definované
nad piatimi premennymi F, O, S, R a J, ktoré maju rovnaké patprvkové
domény {1,2,3,4,5}. Tieto podmienky st troch typov: “alldiff”, “prira-
denie hodnoty” a “nerovnost”. Ukdzme ako si s tymito typmi podmienok
poradia spominané metédy kédovania premennych.
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Podmienka alldif( F, O, S, R, J) pozaduje, aby premenné nadobudli
navzajom rozne hodnoty a teda aby nedoslo k zdielaniu Ziadnej hodnoty
dvomi premennymi. Pouzilo sa iba ohrani¢enie <;. Komplementérne ohra-
nicenie >1 nie je potrebné reprezentovat, lebo je redundantné vzhladom na
to, ze kazd4 premennd nadobtuda prave jednu hodnotu (¢o je zabezpeéené
zvolenymi reprezenticiami).

e priame kédovanie:
Jedine¢nost prvej hodnoty sa vyjadri <; (Fy, J1,01, Ry, S1). Vedie na
klauzuly s dvomi literalmi.

e logaritmické kédovanie:
Jedine¢nost druhej hodnoty sa vyjadri <; (=F; A =Fy A F3,=01 A
=09 A O3,—51 A =S2 A S3,—R1 A ~Ro A Rg,—Jy A —dy A Jg). Vedie
na klauzuly, ktoré budi mat 6 literdlov (pre hodnoty 1 a 2) alebo 4
literaly (pre hodnoty 3, 4 a 5).

e sekvencéné kédovanie:
Jedine¢nost tretej hodnoty sa vyjadri <y (Fy A =F3,02 A =03, Sy A
=53, Re A = R3, Jo A =J3). Vedie na klauzuly, ktoré budu mat bud 4
literaly (pre hodnoty 2,3 a 4) alebo 2 literaly (pre hodnoty 1 a 5).

Vo vietkym pripadoch vysledkom?® bude 50 klauztl (po 10 pre kazda z moz-
nych hodnét), jednotlivé metédy kédovania sa budti navzajom lisit dizkou
vytvaranych klauzul.

Podmienka (7 = 1) @ (F = 2) pozaduje, aby premenné nadobudali
konkrétne hodnoty zo svojich domén.

e priame kddovanie: J; @ Iy
Vedie na 2 klauzuly, kazda s 2 literalmi.

e logaritmické kédovanie: (=J; A = Jy A —J3) @ (—F) A —Fy A F3)
Vedie na 10 klauzil — 9 klauzal mé 2 literdly a 1 klauzula ma 6
literalov.

e sekvencné kédovanie: —J; @ (Fy A —Fy)
Vedie na 3 klauzuly — 2 klauzuly maja 2 literaly a 1 klauzula ma 3
literaly.

V tychto pripadoch sa jednotlivé metédy kédovania premennych liSia nielen
dlzkou klauzal ale aj ich po¢tom.

Podmienka J < O reprezentuje vztah nerovnosti medzi validnymi dvo-
jicami hodnét dvoch premennych.

3Uvazuje sa binomicka reprezenticia kardinalitnych ohraniceni.
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e priame kddovanie:

Ji

J1V Jo
J1V Sy V J;3
J1V oV I3V Jy

L4 14

Vedie na 4 klauzuly dizky 2, 3, 4 a 5 literdlov.

e logaritmické kédovanie:
-0O1 AN=03NO3 —
01 NOy —

O1 N0y —
O1NOy —

(=1 A —da A J3) A
(=1 A Ja) A =(J1 A ST A —(J1 A Ta)
—(—J1 A Jo) A= (JEA—Jz) AS(JL A J)
(
(

—

—/

J1 A —|J2) A —|(J1 JAN JQ)
=(J1 A Jg)

Vedie na 6 klauzul so Styrmi literdlmi, 3 klauzuly s 5 literalmi a 1

klauzulu s 6 literalmi.

e sekvencné kdodovanie:

01 A -0
09 A 03
O3 N 04

Oy

Vedie na 3 klauzuly s 3 literdlmi a 1 klazulu s 2 literalmi.

AN

—

V prvych dvoch metédach dizky klauztl postupne narastaji, v poslednej

metéde dizky ostavaju kratke.

Pseubpo Ak by sme uvaZovali reprezentaciu pravdivostnych hodnét pomocou
BOOLEOVE hodnét 1 (namiesto TRUE) a 0 (namiesto FALSE), tak kardinalitné ohra-
OHRANICE- nicenia by sa dali vyjadrif v aritmetickej podobe. Napriklad ohranic¢enie

NIA = (Xi,...,X,) by bolo mozné zapisat ako X; + ... + X,, = k. Toto je
vSak iba $pecidlny pripad vSeobecnejsieho zapisu v tvare linearnej kombi-

nacie hodno6t symbolov

wiX1+ ... +w, X, =k
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kde v8etky véhy w; st rovné jednej. Otézkou je, ako vyjadrif ohranice-
nie, ktoré ma tvar linedrnej vazenej kombinacie hodnét symbolov avsak s
réznymi vahami.

Priklad 3.14 Prikladom takéhoto linearne vdZeného ohranicenia je
4X1 42X 4+3X53+7X,+ X5 <5

Toto ohranicenie je mozné analyzovat a hladat také kombindcie symbolov,
ktorych sticasné interpretacia ako pravdivych by sposobila nesplnenie da-
ného ohranicenia. Pri uvazovani samotnych symbolov osobitne dochadza
iba v jednom pripade k nesplneniu ohranicenia — ked je pravdivé X4. Pri
uvazovani dvojic to st dvojice X3 A Xo a X7 A X3. Patria sem aj vsetky
dvojice v ktorych vystupuje X4, ale tie uz nie je potrebné uvazovat (pre-
toze napriklad X4 A X5 je pohltené skor najdenym X4). V ramci trojic este
pribudne Xs A X3 A X5. Ostatné trojice, stvorice a aj paticu symbolov kvoli
pohlteniu uz najdenymi kombinéciami nie je potrebné uvazovat.

Ohranicenie je nesplnené, ked aspori jedna z identifikovanych kombinacii
symbolov je pravdiva. Pre splnenie ohrani¢enia nesmie dojst k tomuto a
preto musi platif

= (X4 V (Xl VAN Xg) V (Xl VAN Xg) vV (XQ ANX3 A X5))
¢o sa da transformovat na klauzulédrny tvar

- X4 A (—|X1 V —|X2) VAN (—\Xl V —|X3) VAN (—|X2 VX3V —\X5)

Cvicéenia

1. Pre tlohu naplédnovania turnaja z ilustra¢ného prikladu na strane 68
navrhnite podmienky, ktoré musi spliiat reprezentécia pomocou 100
premennych typu Vi s1s2 (51 # s2), kde napriklad premenna V30 g
hovori, Ze v trefom kole hrali spolu Ondro a Stano. Navrhnuté pod-
mienky dopliite tak, aby sa nevyskytovala symetria rieseni v ramci
kola.

2. Pre tlohu urcenia poradia z ilustra¢ného prikladu na strane 68 na-
vrhnite podmienky, ktoré musi spliaf reprezentacia pomocou 20 pre-
mennych typu Vsi s2 (s1 # $2), kde napriklad premennd Vo g hovori,
ze
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e Ondro sa umiestnil o jednu poziciu pred Stanom resp. ze Ondro
sa umiestnil o jednu poziciu za Stanom,

e Ondro sa umiestnil na nejakej pozicii pred Stanom resp. ze On-

dro sa umiestnil na nejakej pozicii za Stanom.

3. Predpokladajme, Ze v tlohe urcenia poradia z ilustracného prikladu
na strane 68 sa pracuje s umiestnenim v aktualnom a aj minulom
turnaji. Skuste vyjadrit tvrdenia

Ondro aktualne skoncil o dve miesta lepsie ako Jaro,

ISH

Fero bol aktualne lepsi ako Stvrty,

Stano skoncil na rovnakom mieste ako minule,

/e o

Rudo si polepsil oproti minule,

Fero sa zlepsil viac ako Stano,

®

lx)

Jaro sa posunul o rovnaky pocet miest ako Rudo.

Na zéklade toho uréte vhodnost pouZitia roznej volby premennych
pre dané vyroky, pricom uvazujte

a. Vs m,t kde s je student, m je jeho umiestnenie a ¢ oznacuje turnaj
(aktualny alebo minuly),

b. Vi1 2+ kde s1 aj sp s rézni Studenti (s1 sa umiestnil lepsie ako
s9) a t oznacuje turnaj,

c. Vsis2,t kde s1 aj so st rozni Studenti (s sa umiestnil tesne pred
s9) a t oznacuje turnaj.

4. Ak v dlohe urcenia poradia z ilustracného prikladu na strane 68
sa pracuje s relativnym poradim reprezentovanym premennymi typu
V1,52 (s1.7# s2) s doménou {T, L}, tak je potrebné previest toto re-
lativne poradie na poradie absoltutne, reprezentované 25 premennymi
typu Vs, s doménou {T, L} (s — student, m — poradie). Navrhnite
podmienky tohto prevodu, ak premenna Vs so reprezentuje fakt, ze

a. Student s; sa umiestnil lepsie ako $tudent sy (hodnota T) alebo
Student s; sa umiestnil horsie ako Student sa (hodnota L),

b. Student s; sa umiestnil o jednu poziciu pred Studentom s, (hod-
nota T) alebo Student s; sa umiestnil o jednu poziciu za $tuden-
tom sy (hodnota ).
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5. Hlavolam Sudoku pozostava z mriezky vytvorenej deviatimi riad-
kami, deviatimi stipcami a deviatimi 3x3 $tvorcami. Spolu obsahuje
81 (9x9) pozicii, pricom niektoré pozicie st obsadené, zatial ¢o iné
st volné. Cielom je na kazda volnii poziciu priradit jednu ¢islicu z
{1,2,3,4,5,6,7,8,9} tak, aby v ziadnom riadku, stipci ani $tvorci
neboli dve rovnaké éislice.

Uvazujte prazdny hlavolam, ked na ziadnej pozicii nie je predpisand
hodnota. Vytvorte vsetky podmienky, ktoré sa viazu na pouzitie pre-
mennych typu Vj; ;; stanovujucich, ¢i na pozicii v i-tom riadku a j-
tom stipci sa nachadza éislica h (hodnota T) alebo nie (hodnota L ).
Uréte miniméalne mnoziny podmienok a preskimajte vplyv rozsirova-
nia mnoziny podmienok nad minimalnu mnozinu.

6. Rozvrhnite m figir na Sachovnici velkosti kxk poli¢ok bez toho, aby sa
navzajom ohrozovali (problém sa da vyjadrit pomocou tvrdeni “aspon
jedna figira sa nachadza na X” a “najviac jedna figira sa nachadza
na X”), pricom ako figiry pouZite

e veze — pod X sa chape konkrétny riadok alebo stlpec,
e strelci — pod X sa chape konkrétna diagonéla,
e damy — pod X sa chape konkrétny riadok, stipec alebo diagonila,
e jazdci — pod X sa chapu konkrétne policka.
Ulohu rieste pre pripad k = 4, pri¢om je potrebné najst vietky riese-
nia pomocou SAT solvera. Pouzite varianty m < k, m =k am > k.

Maximalne kolko figir urcitého typu sa dé takto rozmiestnit na Sa-
chovnici 7

7. Pripravte rozvrh pre turnaj v golfe, ktorého sa zucastiiuje n (n = g#p)
hracov, pricom hraci hraji v g skupinach po p hracoch. Turnaj trva
w ko6l. Podmienkou je, ze kazdad mozna dvojica hracov hra spolu v
jednej skupine najviac jeden krat. Rieste pre usporiadanie hracov do
g = b skupin po p = 3 hracoch pre r6zne hodnoty w. Pouzite symboly
S vyznamom

® X, - hrac ¢ hrd v skupine £ v kole [,
® X, k1 - hrd¢ i hrd na pozicii j v skupine £ v kole [,

® X, i, - hrac i1 hra spolu s hracom i3 v kole [,

X1 io k0 - hrd¢ i1 hréd spolu s hrdc¢om i v skupine k& v kole [,

X1 inyiz,l - hrac i1 hrd spolu s hradcom 2 a hracom i3 v kole [,
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® X, iy skl - hrdc i1 hra spolu s hracom 4o a hracom i3 v skupine
k v kole .

Preskumajte vplyv pridania podmienok pre vylucenie (resp. redukciu)
symetrie.

. 'V grafe na obrazku najdite Hamiltonovskia cyklickil cestu, ktoréd za-

¢ne v nejakom uzle, prejde vSetkymi ostatnymi uzlami a vrati sa do
pociatocného uzla, pricom do kazdého uzla vchadza raz a raz z neho
vychadza (pretoZe cesta je cyklickd, je jedno v ktorom uzle zac¢ne).

. Aké je chromatické €islo grafu (najmensi mozny pocet farieb nutnych

na vyfarbenie uzlov grafu tak, aby kazdé dva uzly, spojené hranou,
mali navzdjom roznu farbu), pricom graf

a. je na obrazku v predchadzajicom pripade,

b. k obrazku v predchadzajiicom pripade pridava dve hrany —hranu
medzi uzlami 1 a 4 a hranu medzi uzlami 2 a 3.

Pre tlohu napldnovania cesty vytahom z ilustra¢ného prikladu na
strane 68 navrhnite podmienky, ktoré musi spliaf reprezentécia po-
mocou 30 premennych tvaru V,; a 25 premennych tvaru W s, kde
napriklad premenna Vo 3 reprezentuje Ondrovu Gcast v druhej jazde
vytahu, premennd Vyq:0 2 reprezentuje tcast Ondrovej batoziny v tre-
tej jazde vytahu a premennd Wy, r o vyjadruje, ze Ferovu batozinu
prepravuje Ondro.

Je dand mozina balikov roznej velkosti a sada rovnakych kontajnerov.
Baliky je potrebné ulozit do kontajnerov tak, aby dostupny pocet kon-
tajnerov postacoval na zabalenie vsetkych balikov. Pédorys vSetkych
balikov aj vnutorného priestoru kontajnerov je rovnaky. Vyska jed-
notlivych balikov oc¢islovanych 1 az 6 je po poradi 8, 6, 9, 5, 5a 9
jednotiek. Vyska vnitorného priestoru kontajnerov je 16 jednotiek, k
dispozicii su tri kontajnery.
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12. Formélne verifikujte funkénost obvodu sekvencéného citaca zostave-
ného zo Styroch rovnakych hradiel, ktoré su spojené podla nasledov-
ného obrazku

kapitoly/obr/seq-counter.png

pricom uvazujte iba tie vyvody, ktoré st oznacené (R+ s vnutorné
signaly obvodu, X* reprezentuju vstupné signaly obvodu, O je vyj-
stupnym signalom, L je signal reprezentujuici logickt nulu).

Z ¢&innosti obvodu odvodte pravidla pre kdédovanie kardinalitnych
ohraniceni <j a >p.
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