“kniha” — 2020/10/29 — 10:05 — page 35 — #35

Inferencia vo vyrokovej logike

Kapitola 2

Inferencia vo vyrokovej
logike

Pri pouziti vyrokovej logiky pre reprezentaciu znalosti je mozné vy¢lenif HLAVNE
tieto hlavné typy tloh, ktoré je potrebné riesit: TYPY ULOH

o dedukcénd tloha,
e uloha validnosti,
e Uloha splnitelnosti.

Pri dedukc¢nej tilohe st znalosti o probléme (vyjadrené ako znalostnd DEDUKCNA
baza K B reprezentujiica sihrn dostupnych znalosti) reprezentované vetou ULOHA
vo vyrokovom pocte. Cielom je ndjst dalSie znalosti, ktoré zo znamych zna-
losti vyplyvaji. Predpokladé sa, ze baza znalosti KB je pravdiva (teda
implicitne sa uvazuju iba tie interpretacie, v ktorych nadobtda hodnotu
logickej pravdy) a hlada sa nejakd znalost F' takd, pre ktord bude pla-
tit KB | F, kde znak |= reprezentuje logické vyplyvanie. Dedukcia mé
charakter overovania'— novéa znalost F' reprezentuje hypotézu, ktort je po-
trebné dokézat. V' ilustraénom priklade na strane 2 by takymito novymi
znalostami mohli byt napriklad tvrdenia “ak Fero podvadzal tak aj Stano
podvadzal” alebo “ak Ondro podvadzal tak potom aj Fero podvadzal”.
Uloha uréenia validnosti tiez pouziva reprezentaciu znalosti o nejakom VALIDNOST
probléme vo forme znalostnej bazy KB, vyjadrenej vetou vyrokového po-
¢tu. Cielom je rozhodnut, ¢i tato veta je validnd — teda ¢i kazdy svet je
jej modelom a teda ¢ pravdivost danej vety nezavisi od jej interpretacie.
Prikladom by mohlo byt, ak by sme v ilustracnom priklade na strane 2
skimali ¢i “z platnosti, Ze ak Stano podvadzal tak podvadzal aj Ondro, a
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ILUSTRACNY 4 Vrdtme sa k podozriviym z predoslej kapitoly — Ferovi, Ondrovi, Stanovi, Ru-
PRIKLAD dovi a Jarovi.

Uloha 1: Je potrebné urcit, ktory z piatich uvedenych $tudentov pri skiske

podvddzal.

Uloha 2: Je potrebné na zdklade zistenych vijpovedi potvrdit platnost turdeni:

e ak Fero podvddzal, tak potom podvadzal aj Stano,
e ak Ondro podvddzal, tak potom podvddzal aj Fero.

Reprezentacia: Uvedeny problém dany Siestimi vijpovedami (minule repre-
zentovany ako CNF) je mozné reprezentovat pomocou bindrneho rozhodova-
cieho diagramu podla obrdzku:

[FALSE|[TRUE] | FALSE|[TRUE] | FALSE

Riesenie 1: Do tvahy prichddzaji tri riesenia, ked podvddzajicimi boli On-
dro a Stano, a to bud sami alebo v spolupdchatelstve s Ferom alebo Jarom.
Riesenie 2: Z vypovedi vypljva iba platnost prvého tvrdenia (ak Fero pod-
vadzal, tak potom podvddzal aj Stano), druhé tvrdenie z vypovedi nevyplyva.

Tlustr. 2.1: Priklad pre inferenciu vo vyrokovej logike )
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platnosti, Zze ak Stano podvadzal tak naopak Ondro nepodvédzal, vyplyva
Ze Stano je nevinny, pretoze nepodvadzal”.

V pripade 4lohy splnitelnosti, ktord je zndma aj pod oznacenim SAT SPNITEL-

(SATisfiability) problém, st znalosti o rieSenom probléme (znalostna baza
K B reprezentujuca sihrn dostupnych znalosti reprezentovany ako konjun-
kcia tychto znalosti) opéf vyjadrené vo forme vety vo vyrokovom pocte.
Cielom je najst model znalostnej bazy — taki interpretéciu, pri ktorej dan
veta reprezentujica znalosti nadobtida hodnotu logickej pravdy. Kazda ta-
kato interpretacia, charakterizovana nejakym priradenim logickych hodnot
symbolom, je rieSenim tlohy. V ilustra¢nom priklade na strane 2 by hlada-
nym modelom bolo zistenie, kto zo studentov pri skiske podvadzal a kto
nie, pri¢om znalostnou bazou by bolo vyjadrenie znalosti, destupnych v
zadani ulohy, pomocou vyrokového poctu.

Alternativne sa niekedy za ciel povaZzuje namiesto najdenia jednej vhod-
nej interpreticie najst vSetky vhodné interpretacie alebo namiesto ich naj-
denia urcit ich pocet alebo dokonca iba rozhodnif, ¢i model vobec existuje
alebo nie.

Medzi jednotlivymi tlohami existuji vztahy, umoziujice redukovat je-
den typ tlohy na iny. Prikladom je redukcia ostatnych tloh na tlohu hla-
dania splnitelnosti:

e Prihladani validnosti je mozné namiesto priameho hladania validnosti
K B skumat, ¢ existuje model pre =K B (ak existuje, tak K B aspon
pre jednu interpretaciu nie je splnitelnd a teda nie je validnd).

e Na dokazanie platnosti KB = F sta¢i dokazat, Zze neexistuje taka
interpretacia; ktord by bola modelom bazy KB a stcasne by nebola
aj modelom pre F' — sta¢i dokazat, Ze veta K B A —F je nesplnitelna,
nema ziadnu interpretaciu ktoréd by bola jej modelom. Naopak pre
dokdzanie neplatnosti K B = F' sta¢i najst aspon jeden taky model
bazy KB, ktory nie je stcasne aj modelom F — a teda dokazat, ze
veta KB A —F je splnitelna.

Inym prikladom je redukcia tiloh na hladanie validnosti:

e Pre dokdzanie platnosti KB |= F sta¢i dokazat, ze KB — F je
validné.

e Ak je KB validnd, tak je aj splnitelnd a je znamy jej model (kazda
interpretacia symbolov). Ak vsak validna nie je, méze avSak nemusi
byt splnitelnd. Preto v tomto pripade pre potvrdenie splnitelnosti
(avSak bez uréenia konkrétnych modelov) je potrebné este potvrdit,
7e =K B nie je validna.
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A poslednym pripadom vzajomnej redukcie tloh je redukcia na deduként
ulohu:

e Ak sa potvrdi vyplyvanie ~K B |= F' A —F, tak neexistuje model pre
- KB ateda KB je validna.

e Dokaz vyplyvania ~KB | F A =F znamen stcasne aj splnitelnost
K B pre Iubovolnt interpretaciu. Na druhej strane, ak sa podari do-
kézat KB |= F A —F, tak KB nie je splnitelna. Ak sa vSak nepodari
dokaz ani jedného z danych dvoch vyplyvani, tak KB je sice splni-
teln4, avsak jej modely neboli urcené.

VLASTNOSTI Pre rieSenie uvedenych tloh je mozné pouzif rézne odvodzovacie me-
ODVODZO- tédy. Pre kazda z nich st dolezité dve vlastnosti:
VACICH

PROCEDUR e spravnost, zachovavanie pravdivosti,

e Uplnost.

Kazda procedura musi zachovavat pravdivost, teda jej zavery musia byt
spravne — musia byt pravdivé v tom zmysle, ze odvodi iba to, ¢o skuto¢ne
vyplyva z logickych viet; nad ktorymi robi odvodzovanie. Neodvodi nié¢,
platnost ¢oho by bola sporna vzhladom na vstupné vety. Spravna procedira
neposkytne ako riesenie nieco, ¢o v skutocnosti rieSenim nie je — a teda
napriklad nenajde rieSenie v pripade, Ze rieSenie neexistuje.

Na druhej strane uplnost znamend, ze procedura dokéze néjst hladané
rieSenie v tom pripade, Ze toto riesenie existuje. Na druhej strane, ak ta-
kato procedira rieSenie nedokaze najst, znamend to, Ze riesenie skutocne
neexistuje.

ODVODZO0- Uvedené ulohy st jednoduché pri pouziti reprezentacie pomocou binar-
VANIE PRE neho rozhodovacieho diagramu. V tomto pripade néjst model logickej vety
BDD znamené najst nejaka cestu od koreriového uzla az k TRUE terminélnemu
uzlu, pricom znacenie hran pozdlz tejto cesty predstavuje priradenie prav-
divostnych hodn6t jednotlivym symbolom, ktoré charakterizuje dany model
reprezentovane]j vety. Najst vSetky takéto cesty znamena najst vSetky mo-

dely.

Reprezentovana logickd veta je teda splnitelnd, ak existuje termindlny
uzol TRUE a existuje aspon jedna cesta od korenového uzla k tomuto termi-
nalnemu uzlu. Veta je validné vtedy, ak neexistuje terminédlny uzol FALSE
resp. ziadna cesta od korenového uzla k tomuto terminalnemu uzlu. Pre rie-
Senie deduké¢nej tlohy vsetky cesty od korenového uzla k TRUE terminal-
nemu uzlu je potrebné dodatoéne analyzovat, ¢i st modelmi aj dokazovanej
hypotézy.
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Podobne jednoduché situécia je v pripade, ked je pouzita reprezentacia
pomocou DNF. Reprezentacia danad ako disjunkcia konjunktivnych klau-
zul je vlastne vymenovanie vSetkych modelov — kazda konjunkcia litera-
lov predstavuje jeden alebo viac modelov reprezentovanej vety. Neprazdna
DNF znamend, ze skimana veta je splnitelnd s po¢tom modelov danym
poctom tych interpretécii, ktoré st pokryté klauzulami. Pre dékaz validity
je potrebné analyzovat klauzuly, ¢i pokryvaju vSetky mozné svety — ak nie,
tak existuje interpretacia, v ktorej skiimana veta nie je splnené. A dedukénu
tlohu je potrebné riesit rovnakym sposobom ako pre pripad reprezentaciou
BDD.

Pri rieseni tloh v pripade, Ze je pouzita vSeobecna reprezentacia alebo
reprezenticia v tvare CNF, je mozné pouzit jeden z dvoch nasledovnych
pristupov:

e priamy pristup,
e nepriamy pristup.

Pre odvodzovanie je mozné pouzit metédu pravdivostnych tabuliek,
ktora je reprezentantom priameho pristupu, pricom zvldda ako vSeobecny
tvar logickej vety tak aj CNF. Tato metéda primérne cieli na tlohu splni-
telnosti — explicitnym sposobom vymentva vSetky mozné interpretcie na
zéklade zoznamu pouzitych symbolov a nasledne uréuje pravdivost jednot-
livych Casti skiimanej vety a na ich zéklade pravdivost tejto vety ako celku.
Nedostatkom metddy je jej mald skalovatelnost — zlozitost metédy zavisi
na pocte pouzitych symbolov a explicitne je mozné efektivne generovat a
analyzovat iba obmedzeny pocet interpretacii.

Alternativou priméarne zameranou na deduként tilohu je postupna trans-
forméacia logickej vety resp. iba jej ¢asti pomocou transforméacii zachova-
vajucich ekvivalentnost (Tab. 1.4) dovtedy, kym vysledkom transformacie
nie je ziadany vyraz. Tym ziadanym vyrazom moze byt hypotéza, kto-
rej vyplyvanie z danej logickej vety je potrebné dokazat (priamy pristup),
alebo ziadanym vyrazom moze byt Tubovolny vyraz reprezentujtci spor pri
dokazovani nesplnitelnosti (nepriamy pristup). Vdaka velkému mnozstvu
roznych ekvivalentnych transformacii aj tato metéda je obmedzend iba na
mensie logické vety.

Reprezentantom nepriameho pristupu je rezoluéné odvodzovanie (rezol-
venéna metéda bola objavena J. A. Robinsonom v 1965), ktoré cieli na hla-
danie sporu pri rieSeni dedukénej tlohy alebo tlohy validnosti. Na rozdiel
od predchadzajucej metédy vyuzivajicej rézne ekvivalentné transforma-
cie, vyuziva iba jednu transforméciu — rezolvenéné odvodzovacie pravidlo.
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Tym, Ze sa snazi zo vstupnej vety dedukovat platnost sporu, tak sa vlastne
zameriava na nesplnitelnost vySetrovanej vety.

Samotné dokazovanie je zalozené na vyuziti rezolvenéného odvodzo-
vacieho pravidla a zachovavania splnitelnosti tymto pravidlom — pouzitie
transpozicie hovori, Ze ak je rezolventa nesplnitelnd, tak origindlna mnozina
klauz(l musi byt tiez nesplnitelnéa. Pravidlo sa pouziva takym sposobom,
ked celé tsilie smeruje k najdeniu rezolvencie typu

P -P
@

kde @ reprezentuje najdeny spor. Disjunktivna klauzula je splnitelna, ak
asponi v jednej interpretacii aspon jeden literal klauzuly je interpretovany
ako pravdivy. Prazdna klauzula © vsak nema ziadny literdl a teda nie je
splnitelna.

Ak by sa rezolvencia vykonavala nad mnozinou klauzal, ktoré si na-
vzajom protire¢ivé, tak po nejakom pocte opakovanych rezolvencii bude
detekovany spor. To mozno ilustrovat napriklad na klauzulich —-P V @,
=@V R, P a—R.V tomto pripade by rezolvencie mohli vyzerat

-PVQ -QVR
~PVR P
R -R
%)

V pripade, Ze uz nie je mozné vytvorit taka rezolventu, ktoré este nebola
vytvorend, a spor ani v jednom pripade nenastal, tak nie je mozné vyvratit
platnost skimanej mnoziny klauzal.

Formalna podoba rezoluéného algoritmu pre vyhladdvanie spornosti lo-
gickej vety vyjadrenej v CNF forme je uvedena ako Alg. 2.1. Jedna sa o
cyklicky proces, kde v kazdej iteracii sa z mnoziny uchovavanych klauzal
K B vyberaju dve klauzuly, vytvéara sa z nich mnozZina rezolvent (vytvaraju
sa vSetky rezolventy, ktoré je mozné z danych dvoch vybranych klauzal
vytvorit) a tieto rezolventy sa nésledne mozu pridat k uchovavanym klau-
zulam.

Takzvany cisty literal je taky literal, ku ktorému v skiimanej K B ne-
existuje komplementarny literdl. KedZze sa dany symbol vyskytuje iba v
jednom tvare (¢i uz ako pozitivny alebo negativny literél), nie je mozné na
zéklade tohto symbolu vykonat ziadnu rezolvenciu. A teda nie je mozné
klauzulu, ktora obsahuje literal tohto symbolu, postupnostou viacerych re-
zolucii redukovat na prazdnu klauzulu, reprezentujtcu spor. Z hladiska ciela
algoritmu su takéto klauzuly zbytocné a preto je ich mozné vypustit.
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vstup:
vystup:

znalostna baza K B v klauzuldrnom tvare
TRUE v pripade dokézania sporu alebo FALSFE inak

1
2
3
4
O.
6
7
8
9

KB := KB\ { C: C obsahuge cisty literdl }
while -(© € KB) do

vyber C1,Cy € KB
if Ziadny novy pdr C1, Cy neexistuje then return FALSE
Rez :={R: R je rezolventa Cy a Cy, nie je tautoldgia }
for R € Rez do

R := redukcia viacndsobného vyskytu v R

if Ziadna klauzula z K B nezahina R

then KB :={R} UKB\ {C : R zahina C}

10. return TRUFE

Alg. 2.1: Rezoluéné hladanie sporu

Pri vytvarani rezolvent sa uvazuji iba tie rezolventy, ktoré nie st tau- VYLUCENIE
tolégiami — tautoldgia je validna a teda moze byt odstrdnena z logickej vety TAUTOLOGII

bez zmeny pravdivostnej hodnoty vety. Rezolventa je tautoldogiou, ak sa-
Casne obsahuje nejaky literal v priamej aj negovanej podobe. To znamena,
ze vzniké iba vtedy, ak rezolvované klauzuly obsahujui viac nez jeden par

komplementarnych literdlov. V pripade tautolégie by mohlo nastat

~-PVQVR -QVP
~PVRVP -R
~PVP -P
—P

kde je vidno, Ze tautoldgia v koneénom dosledku neumozni ziskat prazdnu

klauzulu (a teda ndjdenie sporu neméze byt zalozené na tautoldgii) a preto

je vhodné sa takychto rezolvent zbavif a v dalSom ich neuvazovat.

Ak by vstupné klauzuly obsahovali rovnaky literal, tak potom by rezol- VYLUCENIE

venta obsahovala dva vyskyty tohto literdlu. V tomto pripade je potrebné VIACNASOB-

rezolventu previest na ekvivalentny tvar pouzitim PV P = P. Ak by sa NEHO
to neurobilo, tak by mohla nastat situécia podla LITERALU
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PVQ -QVP
PV P -P
P

kedy nedochadza k detekcii sporu. Preto v uvazovanych rezolventach je
potrebné odstranit pripadny viacnasobny vyskyt rovnakého literalu.

Pri pridédvani rezolvent k ostatnym klauzuldm eSte hra tlohu vlastnost
zahrnutia. Kratsia klauzula moze zahitiat dlhsiu klauzulu, napriklad klau-
zula C (oznacovand ako zahfnajica) zahfiia klauzulu D (oznacovani ako
zahrnutd) vtedy, ak klauzula D obsahuje tie isté literaly ako klauzula C
a okrem nich D moze obsahovat aj dalSie literdly. V pripade stcasného
vyskytu zahfiajicej aj zahrnutej klauzuly nie je potrebné aj nadalej uva-
zovat zahrnuta klauzulu, pretoZe tym istym postupom, ktory redukuje za-
hrnutt klauzulu na prézdnu, je mozné redukovat aj zahfiiajucu klauzulu
na prazdnu klauzulu a to tym skor, éim je zahfnajaca klauzula kratsia (a
teda ponechanie zahrnutej klauzuly je zbyto¢né). Toto moZno ilustrovat na
priklade

-PVQVR -Q QVR —Q
—-PVR =R R -R
-P P o
%)

kde @ V R je zahtnajicou a =P V @ V R zahrnutou klauzulou.

Na zéklade zahrnutia je mozné, Ze niektora rezolventa nie je pridana k
ostatnym klauzuldm K B alebo naopak, pridanie rezolventy spdsobi vypus-
tenie nejakej klauzuly z K B.

Ukonéenie algoritmu moze nastat z dvoch dévodov — alebo bola vyge-
nerovana prazdna klauzula (a dokaz bol tspesny) alebo prazdna klauzula
nebola vygenerovana a zaroven uz nie je mozné vytvorit taka rezolventu,
ktora este vytvorena nebola.

Priklad 2.1 - Ako ukazku rezolvencéného uvazovania opif zoberme ilus-
traény priklad na strane 2 s tym, Ze sa pokusime overit predpoklad, Ze
aspon jeden zo Studentov nepodvadzal a teda ku klauzulam pribudne este
pit novych klauzl, ¢ize overovana veta bude mat vysledny tvar ... A (-RV
O)NFANOANSARAJ kde pre overenie Ze aspon jeden z nich nepodvadzal
sme pridali opa¢né tvrdenie Ze vsetci podvadzali, pretoze budeme hladat
spornost (hypotézu teda negujeme a snazime sa v dokaze ziskat prazdnu
klauzulu).

Obr. 2.1 zobrazuje jeden mozny sposob najdenia sporu vo forme deri-
vacnéeho grafu, pricom su zobrazené iba tie rezolvencie, ktoré prispievaju k
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|-P v-FVv-O|PVP|-PVv-Rv-S|

S}

Obr. 2.1: Deriva¢ny graf

redukcii na prazdnu klauzulu (a teda vdaka tomu ma graf stromovu Struk-
taru). Uzly grafu reprezentuja klauzuly dvojakého typu:

e vstupné klauzuly (klauzuly vybraté zo znalostnej béazy),
e rezolventy.

Prvy typ klauzil je znédzorneny plnymi uzlami, ktoré nemaji predchodcov,
zatial ¢o Glarkované uzly s predchodcami reprezentuju druhy typ klauzul.
Hrany reprezentuju uskutoénené rezolvencie, ked vzdy dve hrany spajaju
vstupné klauzuly s ich rezolventou.

Okrem uvedenych rezolvencii vS§ak mohli byt vykonané aj dalsie. Takymi
mohli byt napriklad rezolvencia klauzuly P, V P, s klauzulou —P,, ktorej
vysledok by po zlozeni s —=P; vytvoril alternativnu rovnako dlhii cestu v
deriva¢nom grafe vedticu na prazdnu klauzulu.

K prazdnej klauzule by sa dalo dopracovat aj inak — trebéars postupom
znazornenym derivaénym grafom pre vytvorenie rezolventy P, by sa dali

43

REDUN-
DANTNE A
ZBYTOCNE
REZOLVEN-
CIE




“kniha” — 2020/10/29 — 10:05 — page 44 — #44

STRATEGIA
VOLBY
KLAUZUL

STRATEGIA
USPORIADA-
NIA PODLA

VELKOSTI

STRATEGIA
JEDNOTKO-
VEJ PREFE-

RENCIE

STRATEGIA
OPORNEJ
MNOZINY

Reprezentacia znalosti a rieSenie tiloh

vytvorit aj rezolventy P;, P3, P, a Ps a tato pética pridanych klauzal by
spolu so vstupnou klauzulou =P, VP,V = P3V — PV —P5 viedli na prazdnu
klauzulu. Toto by si vSak vyziadalo niekolkokrat vyssi pocet realizovanych
operacii nez ¢o znazornuje derivacny graf. o

Vytvéranie roznych rezolvent moze viest na rozne dlhé cesty najdenia
sporu. Dokonca niekedy vytvorenie nejakej rezolventy moze viest do slepej
ulicky, pretoze pri aktualnych znalostiach neumozni redukciu na prazdnu
klauzulu. Je teda zrejmé, ze vyber dvojic klauzul, ktoré maju byt rezol-
vované, mé velky vplyv na to, kolko rezolvent bude generovanych dovtedy,
kym sa podari odvodif prazdnu klauzulu (a teda kolko rezolvent bude gene-
rovanych zbytocne, pretoze alebo neprispeji k odvodeniu prazdnej klauzuly
alebo prispeji k najdeniu alternativnych ciest).

Je mozné pouzivat rozlicné stratégie volby klauzul, ktoré by mali byt
navzajom rezolvované (riadok 3 algoritmu Alg. 2.1), s cielom minimalizovaft
pocet rezolvencii. Najzndmejsimi stratégiami st

e usporiadanie podla velkosti,
e jednotkova preferencia,

e opornd mnozina,

e hibkova saturacia.

Pri usporiadani podla velkosti sa preferuju malé klauzuly pred klauzu-
zulach. Preferencia malych klauzil je zaloZend na snahe, aby produkované
rezolventy boli ¢o najmensie (a tym padom ¢o najrychlejsie redukovatelné
na prazdnu klauzulu).

Pri jednotkovej preferencii sa pouzivaja jednotkové klauzuly s jedinym
literdlom. Stratégia je zalozena na fakte, Zze v pripade ze jedna z klauzul
obsahuje iba jeden literdl, je rezolventa kratsia nez druhé pouzita klauzula.
Pouzitie tejto stratégie je zalozené na nadeji, Ze explicitny doraz na skraco-
vanie klauzil umozni skor dosiahnut prazdnu klauzulu. Této stratégia vsak
nie je Gplna, nie vzdy sa d4 dosiahnuf prazdna rezolventa napriek tomu, Ze
vstupna veta je sporna.

Pri stratégii opornej mnoziny sa vychidza z myslienky, ze ¢ast logickej
vety je neprotireciva a teda nie je mozné odvodit prazdnu klauzulu iba na
zéklade klauzil z tejto Casti. Protirecivost je sposobend druhou ¢astou vety
(napriklad negéciou dokazovanej hypotézy). Preto v kazdej rezolvencii by
ako jedna z klauzil mala byt vybraté klauzula bud priamo zo spornej casti
vety alebo nejaka klauzula, ktoré bola z tejto spornej ¢asti odvodena.
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Pri hibkovej saturdcii vietky klauzuly vo vstupnej mnozine st umiest-
nené v hibke 0. Rezolventa je v hibke n + 1 vtedy, ak jedna jej rodicovska
klauzula je v hibke n a druhé v hibke mengej alebo rovnej n. Stratégia pred-
pisuje najprv odvodit vsetky mozné rezolventy v hibke 1, potom vsetky v
hibke 2, atd. Je to systematicka stratégia — je vlastne analégiou prehladd-
vania do $irky.

Pri stratégii vstupnej rezolvencie kazdé operacia rezolvencie kombinuje
jednu zo vstupnych klauztl (zadanych na zacdiatku) s nejakou inou klau-
zulou. Této stratégia nie je uplna (iba v pripade, ak klauzuly maja tvar
Hornovych klauzal). ZovSeobecnenim je linedrna rezolvencia, ked dve klau-
zuly moézu byt kombinované iba v pripade, Ze jedna je alebo jednou zo
vstupnych klauzal alebo je predkom druhej klauzuly usporiadani danom
deriva¢nym grafom.

Tieto stratégie robia rezolvencéné odvodzovanie spravnym, pretoze za-
chovavaju splnitelnost — ak origindlna mnozina klauzl je splnitelnd, tak
aj rezolventy st splnitelné (a nebude odvodena prazdna klauzula ©) a ak
prazdna klauzula bude odvodené, tak iba vtedy ak vstupné klauzuly nie st
splnitelné. Niektoré stratégie st iplné (ak mnozina klauzal nie je splniteln4,
tak bude odvodend prazdna klauzula), iné vSak Gplné nie si (negarantuju
odvodenie prazdnej klauzuly v pripade nesplnitelnosti originalnej mnoziny
klauzul).

Prikladom priameho pristupu je Tablo kalkul, ktory je zamerany na
problém splnitelnosti. Patri do skupiny sémantickych metéd, ktoré pri odvo-
dzovani zohladiiuji pravdivostné hodnoty. Vytvéara tzv. tablo ¢o je stromova
struktura, ktora obsahuje skiimant logickl vetu vo svojom korenovom uzle.
Jednotlivé vetvy stromu obsahujt uzly, z ktorych kazdy reprezentuje nejaky
podvyraz vyrazu reprezentovaného niektorym vyssie zaradenym uzlom v tej
istej vetve. Dochédza tak k postupnej dekompozicii logickej vety, pricom st
skimané vsetky moznosti dekompozicie. PozdlZ vetiev stromu dochadza k
zjednodusovaniu pdvodnej vety az na jednotlivé literaly. Takato Struktira
umoziuje urcit splnitelnost logickej vety a v pripade splnitelnosti aj jej
modely. Struktira samotného algoritmu je v Alg. 2.2.

Pod neredukovanou formulou sa rozumie taky logicky vyraz, umiest-
neny v nejakom uzle stromu, ktorého Casti, na ktoré je mozné dany vyraz
redukovat, sa nenachédzaji v kazdej vetve stromu, ktord prechiddza uzlom
v ktorom je ten vyraz.

Aby boli spracované vsetky vyrazy, pouziva sa nejaky systematicky spo-
sob ich vyberu. Jednoduchym prikladom je vyber takého, ktory sa nachadza
¢o najblizsie korenu a v pripade viacerych takychto preferencia toho, ktory
je umiestneny v najlavejSej vetve stromu.
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vstup: veta I’ v lubovolnom tvare
vystup: tablo T

:= wvytvor_koren(F')
while neredukovana_formula € T’
R := vyber_formulu(T')
T := pridaj_subformuly(T,R)
if kontradikcia then T := wuzavri_vetvu(T')

S €9 9 =

Alg. 2.2: Tablo algoritmus

Redukcia vyrazov sa deje podla dekompoziénych pravidiel uvedenych v
Tab. 2.1. Tieto pravidla sa delia na dve skupiny — vetviace a nevetviace pra-
vidla. Vetviace pravidla redukuja vyraz na podvyrazy, z ktorjch postacuje
splnenie jedného aby bol splneny pévodny vyraz. Preto pravidlo takéhoto
typu spdsobuje vetvenie a do kazdej novej vetvy vklada jednu z alternativ.
Prikladom pravidla takéhoto typu je

“@hQ)
PTQ

hovoriace, ze ak mé byt konjunkcia nesplnena, potom musi byt nesplneny
aspoil jeden z argumentov tejto konjunkcie. Toto pravidlo po aplikécii na
nejaku vetvu [..., 7((A — B) A C)] rozvetvi tato vetvu podla podvyrazov
do dvoch vetiev zdielajicich svoj zacdiatok ..., =((A — B)AC), =(A — B)]
al..,((A— B)AC), -C].

Nevetviace pravidla redukuja vyraz na podvyrazy, z ktorych vsetky
musia byt splnené aby bol splneny povodny vyraz. Preto pravidlo takéhoto
typu pokracuje v danej vetve, do ktorej vklada vsetky podvyrazy. Prikla-
dom pravidla takéhoto typu je

(P = Q)
P
—Q
hovoriace, Zze ak méa byt implikdcia nesplnend, tak predpoklad musi byt
interpretovany ako pravdivy a zaver zase ako nepravdivy. Toto pravidlo
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PAQ ~(PVQ) (P = Q)
P - P P
Q —Q —Q
PvQ P—Q “(PAQ)
PlQ -P|Q P | -Q
P+ Q PaqQ (P <+ Q)
PAQ|-PA-Q PA-Q|QAN—-P PA-Q|—-PAQ
alebo alebo alebo
-PVQ PVvQ PVvQ
PvVv-Q =PV -Q =PV -Q
—-P ~(P1Q) ~PoQ
P P|Q PAQ|—-PA-Q
alebo
-PVQ
-QVP
P1Q P1Q ~(P1Q)
-P|-Q -P P
—Q Q

Tab. 2.1: Pravidld dekompozicie pre Tablo algoritmus

nejaki vetvu [..., 7((A A B) — =C)] predlzi vlozenim podvyrazov na tvar
[..., 7((AAB) = =C), ——~(A AB), -—C) |.

Niektoré pravidla mozu vystupovat ako vetviace aj ako nevetviace vdaka
distributivnosti disjunkcie nad konjunkciou a konjunkcie nad disjunkciou
(napriklad P & @, ktoré mozno vyjadrit ako (P A =Q) V (=P A Q) alebo
ako (PV Q) A (=P V =Q)). V tychto pripadoch je mozné zvolit Tubovolni
z foriem.

Kazdé vetva stromu (a v pripade vetvenia aj jej podvetvy) je predlzo-
vana dovtedy, kym nastane niektora zo situécii

e na koniec vetvy bol pridany vyraz, ktory je komplementom pre nejaky
vyraz uz zaradeny v danej vetve (ak F reprezentuje nejaky vyraz, tak
komplementom k F' je —F),

e vetva obsahuje rozklad kazdého vyrazu, ktory je v nej zaradeny.

Ak nastane jedna z nich, vetva sa povaZzuje za ukon¢eni. V prvom pripade
vetva obsahuje spor (pozaduje sa sti¢asné splnenie kazdého vyrazu v ramci
vetvy — teda aj oboch kontradikénych komplementov). Takito vetva sa
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oznadi ako uzavretd. V druhom pripade uz jednoducho nie je ¢o do vetvy
pridat. Takito vetva sa oznaci ako otvorend. Ak uz nie je mozné predlzovat
ziadnu vetvu, strom sa oznacuje ako uplny. Ak v Uplnom strome vsetky
vetvy s uzavreté, tak aj tablo je uzavreté. Ak existuje aspon jedna otvorena
vetva, tablo sa oznaci ako otvorené.

Po skonceni vytvarania tiplného stromu kazda otvorend vetva reprezen-
tuje model logickej vety, ktora je v koreni stromu. NavySe k potvrdeniu
existencie modelu je z danej vetvy mozné zistit aj to, ktort interpretdciu
dany model reprezentuje — staéi z danej vetvy vybraf vSetky literdly. Ak je
tablo uzavreté a teda v strome neexistuje ziadna otvorena vetva ale naopak
vSetky vetvy s uzavreté, tak logické veta v koreni stromu nie je splnitelna.

Tablo kalkul je vlastne grafickd metéda systematickej transformacie vy-
rokovej vety do tvaru DNF — disjunkcie konjunktivnych klauzal. Vyuziva
to, ze

e konjunktivna klauzula je interpretovand ako nepravdivé, ak obsahuje
nejaky literal a sucasne aj jeho negéciu,

e DNF je interpretovana ako nepravdiva, ak kazda jej klauzula je inter-
pretovand ako nepravdiva,

e DNF je interpretovana ako pravdivé, ak ‘aspon jedna jej klauzula nie
je interpretovana ako nepravdiva.

Kazda vetva stromu (generovaného tabla) reprezentuje vytvaranie jednej
konjunktivnej klauzuly — samotna klauzula je dana konjunkciou vsetkych
tych literalov, ktoré sa v prislusnej vetve nachadzaji. Vyhoda metddy je v
tom, ze

e akonahle sa zisti kontradikcia v niektorej vetve, uz sa nepokracuje v
rozvijani danej vetvy,

e klauzuly sa nerozvijaju kazda aplne osobitne ale je snaha ich ¢o naj-
dlhsie rozvijat spoloéne (teda aby vetvy mali ¢o najdlhsie spolocné
Casti).

Metéda tabiel je pre vyrokova logiku vhodnou rozhodovacou procedurou,
umoziiujicou rozhodniat o (ne)splnitelnosti a (ne)validnosti logickych viet.

Priklad 2.2 Pre ilustraciu ¢innosti algoritmu opét pouzime Stanov vy-
rok, ktory ma tvar P, <+ F & O. Tento vyrok sa umiestni do korena
stromu, pricom operécia & bola nahradena pomocou inych operandov, pre-
toze dekompozicéné pravidla v Tab. 2.1 tato operdciu nezohladmiuj.
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Pi < (FVO)A—(F AO)

SN

(FVO)A—(FAO) (FVO)A-(FAO))
FVvO —~(F V 0) —~(F AO)
=(FAO) -F FAO

_F o .. -0 F

O ©

Obr. 2.2: Splnitelnost pomocou analytického tabla

Vyvoreny vysledny strom je na obr. 2.2. Celkovo bolo pouzitych Sest
roznych dekompozi¢nych pravidiel, z ktorych tri sposobili vetvenie. Strom
obsahuje Sest vetiev, z ktorych dve si oznacené ako uzavreté (oznacené
znakom @ reprezentujicim vyskyt sporu) — v jednom pripade kvoli kom-
plementarnym literdlom symbolu F' a v druhom pripade kvoli komplemen-
tarnym literdlom symbolu O (pozitivne verzie tychto literdlov boli pridané
dekompoziciou vyrazu F'V O a ich negativne literaly zase dekompoziciou
—(F AO)).

Vetva stromu (druhd zlava) [Py <> (F'V O) A—(F AO), Py, (FVO)A
—(FANO), FVO, ~(F AO), F, =0] je otvorena a reprezentuje splnenie
vyroku pri interpretacii [ = {P{ = TRUE,F! = TRUE,O! = FALSE}.
Stanov vyrok je celkovo splnitelny pri Styroch interpretéciach zo vsetkych
23 = 8 moznych.

Uvedené tablo sa niekedy oznacuje aj ako analytické tablo. Inou moz-
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nostou je sémantické tablo, ktorého ilustrécia pre ten isty pripad (Samov

vyrok) ako v predoslom je na obr. 2.3. o

P1<—> F\/O F/\O

/

P, (FVO)AN—=(F ANO) =P, =((FVO)A=(FAO))
| / N\
P, FVO,— F/\O =P, = (F\/O —|P1,—\—\(F/\O)
/ \ | |
P, F, F/\O Py, 0, F/\O -Py,—F, -0 =P, FANO
P, F,-F P,F-0O P,0,—-F P,0,-0 -P, F,0
%) @

Obr. 2.3: Splnitelnost pomocou sémantického tabla

Rozdiel medzi analytickou a sémantickou formou je:

e pri sémantickom variante dochadza ku kopirovaniu vyrazov medzi
uzlami, analyticky variant v popise uzlov nekopiruje predchédzajtce
vyrazy,

e analyticky variant vytvara dlhsie vetvy, pretoze nevetviace pravidlo
predlzuje vetvu o viac uzlov zatial ¢o u sémantického variantu iba o
jeden uzol,

e pri testovani uzavretosti vetvy je pri analytickom variante potrebné
sledovat celtl vetvu zatial ¢o pri sémantickom staci posledny uzol,

e pri hladani vyrazu, ktory je potrebné dekomponovat, stac¢i u sémantic-
kého variantu skiimat posledny uzol vo vetve zatial ¢o pri analytickom
variante je potrebné skiimat viacero uzlov vetvy.

VYBER Vo vSeobecnosti ak v nejakej vetve je mozné aplikovat vetviace aj nevet-
PRAVIDIEL viace pravidlo, tak ¢asto sa realizuje najprv nevetviace a az potom vetviace
— v strome sa tak generuje menej uzlov. Napriklad pri vetve [..., A V B,
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C A D] by sa ziskali dve vetvy [..., AVB, CAD,C, D, Alal]..., AV B,
CAD,C, D, B] s pridanim $tyroch uzlov do stromu na rozdiel od opa¢ného
pripadu ked by sa ziskali dve vetvy [..., AVB,CAD, A, C, D] a]|..., AVB,
CAD, B, C, D] s pridanim Siestich uzlov do stromu (teraz je spolo¢na ¢ast
oboch vetiev kratsia nez v predoslom poradi dekompozicii).

Priklad ukdzal, Ze metddu je mozné pouzit pre logick vetu vo vSeobec-
nom tvare. Ak by sa pouzilo CNF vyjadrenie vety, tak do stromu sa buda
pridavat iba literdly — jednotlivé vetvy stromu budi reprezentovat priamo
kombinacie hodn6t symbolov, teda ich interpretacie. Problémom vsak je,
ze nejaki kombinacia hodnot symbolov moze byt reprezentovand viacerymi
vetvami stromu, ak literaly buda v nich uvedené v réznom poradi, ¢o zby-
to¢ne zvysuje pocet ciest. Ak by skimanou vetou bolo napriklad

(AVB)AN(AV-B)A(=AV B)

tak algoritmus by vygeneroval strom so siedmimi vetvami, z ktorych dve by
boli otvorené ([.., A, B] [..., B, A]) a pit uzavretych ([..., A, —4], [..., A,
-B, 4], [..., A, =B, B, [..., B, A, =A], |..., B, =B]). A to napriek tomu,
ze pre dva symboly je potrebné presktimat iba Styri rézne interpretacie.
Je zrejmé, ze zlozitost Tablo algoritmu zavisi od syntaktickej Struktary
sktimanej logickej vety.

Inym z existujucich priamych pristupov ako riesif tlohu splnitelnosti
je prehladdvanie priestoru vSetkych moznych interpretacii s cielom néajst
interpretaciu, ktord je zaroven aj modelom. Tieto prehladévacie metédy
skéluja lepsie ako predchédzajice metddy, preto st zédkladom pre moderné
nastroje pre odvodzovanie, ktoré st vhodné aj v pripade zlozitejsich lo-
gickych viet. Zvycajne stavaju na pouziti CNF reprezentacie, pretoze ju
chépu ako konjunkciu ohraniceni, ktoré je potrebné splnit volbou vhodne;j
interpretécie hodnot pouzitych symbolov — a na zdklade toho mozu vyuzit
postupy z rieSenia tloh s ohrani¢eniami pomocou prehladavania.

Toto prehladdvanie moze byt lokdine alebo systematické. Lokalny pri-
stup (ktory je zo svojej podstaty neuplny a teda nezarucuje nédjdenie in-
terpretacie, pri ktorej je skiman4 veta pravdiva) reprezentuje pouzitie roz-
nych prehladévacich algoritmov (napr. stochastické lokalne prehladavanie,
prirodne in$pirované metaheuristiky, atd.). Systematicky pristup (ktory na
rozdiel od lokalneho je iplnym a teda garantuje ndjdenie vhodnej interpre-
tacie ak také existuje) je zalozeny na postupnom prehladévani s navracanim
na zaklade stratégie prehladdvania do hibky. Zosobnenim tohto pristupu je
DPLL algoritmus.

DPLL algoritmus (spojeny s menami Davis, Putnam, Logemann a Lo-
veland — je zaloZeny na zakladoch danych algoritmom DP navrhnutym Da-
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vstup: veta F' v CNF tvare
vystup: interpreticia I v pripade uspechu alebo {} pri netspechu

1. s:=0,1:={}

2. loop

3 switch [/

4. case TRUE

5. return [

6 case FALSFE

7 while s > 0 and flip[s]/ .= 1
8 s:=s—1

9. I:=1\{X/:t>s}
10. if s = 0 then return {}
11. else flip[s] :=1
12. X! =-X!
13. default

14. s:=s+1

15. X := select_symbol(F,I)
16. flip[s] == 0

17. I:=1uUX!

Alg. 2.3: DPLL skeleton

visom a Putnamom v 1960 a algoritmom DLL navrhnutym Davisom, Lo-
gemannom a Lovelandom v 1962), sa nachddza v jadre mnohych dnesnych
SAT solverov. Zakladna schéma algoritmu je uvedend v Alg. 2.3. Jedna sa o
postupné rekurzivne budovanie parcialnej (netplnej) interpretéicie. Zacina
sa z prazdnej interpretécie I = {}, do ktorej sa postupne v nasledujtcich
krokoch pridévaji interpretécie symbolov X!, kde X reprezentuje interpre-
tovany symbol, X' jeho interpretaciu a s reprezentuje &islo kroku, v ktorom
bola dané interpretacia pridané. Je mozné pridat interpretaciu symbolu ako
pravdivého alebo nepravdivého — zadznam o tom, aké interpretacia bola pri-
dand, sa udrziava v poli flip. Hodnota flip[s] = 0 znamend, Ze v kroku
s bola pridand prva interpretdcia zvoleného symbolu, zatial ¢o hodnota
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flip[s] = 1 signalizuje, ze pre dany symbol bola jeho interpretacia zmenena
na druht interpretaciu (a teda uz boli vyc¢erpané vsetky moznosti pre dany
symbol). Takymto postupom sa parcidlna interpretécia rozsiruje az nastane
jedna zo situacii:

e na zaklade interpretdcie symbolov je mozné interpretovat celt vetu F
ako pravdiva (F! = TRUE),

e vetu F' na zdklade interpretécie symbolov je mozné interpretovat ako
nepravdivil (F/ = FALSE),

e na zaklade vytvorenej parcidlnej interpretacie symbolov vetu F' esSte
nie je mozné interpretovat ako celok.

Tymto trom situacidm zodpovedaja tri vetvy algoritmu. V pripade prvej
situacie (riadok 4) vytvorend interpretacia (¢i uz parcidlna alebo tplnd)
predstavuje hladané riesenie a preto prehladévanie koné¢i. Druhd situacia
(riadok 6) znamend, Ze aktudlnu parcidlnu interpretaciu nie je mozné rozsi-
rit tak, aby reprezentovala hladané riesenie. Je potrebné sa vratit spétne po
vykonanych krokoch (s odstranenim posledne pridanych interpretécii sym-
bolov) az ku kroku so symbolom, pre ktory neboli vyskasané obe mozné
pravdivostné hodnoty. Ak takd moZnost nie je (pokus o navracanie skonéi
pripadom s = 0), signalizuje sa nemoznost néjdenia riesenia. Ak sa vsak po-
dari najst nejaky predosly krok so symbolom, pre ktory bola vysktsana iba
jedna z moznych interpretacii, tak pre dany symbol sa zmeni jeho interpre-
tacia a hladanie opét pokracuje od tohto symbolu avSak uZ s jeho zmenenou
interpretaciou. V tretej situdcii (riadok 13) dochédza k dalsiemu rozsireniu
parcidlnej interpretécie symbolov. Zvoli sa dalsi symbol (¢i uz Tubovolne
alebo dalsi vo vopred dohodnutom poradi) a jemu priradend pravdivostnd
hodnota (prvé vo vopred dohodnutom poradi). Volba sa zaregistruje v poli
flip a zaradi do interpretacie.
Skeleton algoritmu v sebe obsahuje dve slucky:

e hlavn4 slucka (riadky 2 az 17),
e navracacia slucka (riadky 7 az 8),

pricom v ramci hlavnej slucky sa parcidlna interpretacia symbolov rozsiruje
o nové symboly, zatial ¢o v navracacej slucke sa parcidlna interpretacia
symbolov skracuje vypuastanim posledne pridanych symbolov.

Moderné SAT solvery zalozené na systematickom prehladavani tento z4-
kladny algoritmus dopliiajt o dalsie prvky, umoziiujtce zrjchlenie najdenia
rieSenia. Ako mozné doplnenia sa najcastejsie pouzivaja:
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e jednotkové propagacia a propagicia ¢istého literalu,
e ucenie klauzil riadené konfliktami,

e nechronologické navracanie,

e heuristiky pre vyber symbolu a hodnoty.

JEDNOT- Jednotkovd propagdcia je zalozena na vyuziti konceptu jednotkovej re-
KOVA zolvencie pri vyskyte jednotkovej klauzuly — klauzuly, ktora obsahuje iba
PROPAGACIA jeden literdl. Aby takéito klauzula bola pravdivd, musi byt pravdivy jej
literdl a teda je zrejmé, aka pravdivostnéd hodnota musi byt zvolend pre
interpretaciu daného symbolu (v zavislosti od toho, ¢ symbol je v literale
negovany alebo nie). KedZe priradenie pravdivostnej hodnoty symbolu moze
mat za néasledok, Ze nejakd ind klauzula sa stane jednotkovou, tak takéito

propagécia moze mat rekurzivny charakter. Prikladom st klauzuly

(-PVQ) A (-PVQV-R) A P

kde tretia klauzula je jednotkova a preto P! = TRUE. Nasledkom toho
prvy literdl v prvej klauzule je nepravdivy (a teda moze byt z klauzuly
vypusteny) a prvé klauzula sa tak stava tiez jednotkovou s nasledkom Q7 =
TRUE. Vysledkom je, ze vSetky tri klauzuly st interpretované ako pravdivé
(bez Specifikovania interpretacie symbolu R, pretoze v splnenych klauzulach
nie je potrebné skumat zostavajuce literaly symbolov bez interpretacie).
Dochadza teda k identifikacii jednotkovej klauzuly s uréenim vhodnej
interpretacie prislusného symbolu, tvoriaceho jednotkovy literal. Nasledne
dochédza k vypusteniu tych klauzul, ktoré obsahuju pravdivy literal da-
ného symbolu a k skrateniu tych klauzil, ktoré obsahuji nepravdivy literal
daného symbolu, vypustenim tohto nepravdivého literalu.
PROPAGA- Podobny charakter ma propagdcia cistého literdlu. O Cistom literale sa
CIA CISTEHO hovori vtedy, ak nejaky symbol sa v klauzuldch vyskytuje iba v jednej
LITERALU podobe, bud iba priamo ako jednoduchy symbol alebo iba negovane ako
negovany symbol. Vtedy je mozné dany symbol interpretovat tak, aby vy-
skytujuci sa literal zapri¢inil pravdivost tych klauzil, v ktorych sa naché-
dza. Takato interpretdcia nemd za nasledok nepravdivost Ziadneho literalu,
pretoze druhé podoba literalu daného symbolu sa v klauzulach nenachadza.
Prikladom st klauzuly

(-PVQ) A (=PVS) A (=QVR) A (~SV-R)

kde symbol P sa vyskytuje iba v podobe negovaného literdlu, zatial ¢o os-
tatné symboly vytvarajt literaly oboch podéb. Interpretacia P! = FALSE
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sposobi, ze prvé dve klauzuly su interpretované ako pravdivé (a teda lite-
raly @ a S nemusia byt skiimané). Nésledkom toho budid —@Q a =S pova-
zované za dalsie ¢isté literdly a teda bude méct byt pouzitd interpretacia
Q! = FALSE a S' = FALSE so splnenim zostavajtcich dvoch klauzil.
Tento typ propagacie moze mat teda tiez rekurzivny charakter.

Jednotkova propagacia moze vytvorit podmienky pre propagéciu ¢istého
literalu (naopak to nie je mozné — spliianim klauzl propagéciou ¢istého li-
teralu nie je mozné vytvorit jednotkovi klauzulu). Toto je mozné ilustrovat
pomocou

(-PV-QVv-S) A (PVQ) A P A (SV-R) A (=QVR)

kde na zaklade jednotkovej propagécie bude P! = TRUE, druh4 klauzula
bude interpretované ako pravdivéa a prva klauzula sa zmeni na (=Q Vv —.5).
Vdaka neuvazovaniu druhého literalu v druhej klauzulesa symbol @ vysky-
tuje iba v podobe negovaného literalu a teda je mozné na zaklade propagacie
gistého literalu pouzit QY = FALSE.

Oba typy propagacie reprezentuji orezavanie alternativ, ktoré je po-
trebné prehladat, pretoze pre symboly interpretované v ramci tychto pro-
pagécii nemé zmysel pri netspechu skiimat ich alternativne interpretécie.
Je ich mozné zaradit do algoritmu Alg. 2.3 medzi riadky 2 a 3 v tvare

2.4. while X! 5 := unit_propagation(F)

2.5. I=TUX! 5

2.6. while X!, . := pure_literal_propagation(F)
2.7. I:=1UX! .5

pricom aby sa vyuzil vztah medzi obomi typmi propagécie, tak je potrebné
najprv zaradif jednotkovi propagéciu a az po nej propagéciu ¢istého lite-
ralu. Aby bolo mozné odlisit, interpretacia ktorého symbolu bola pridana do
I na zéklade niektorej z propagéacii a ktora na zaklade volby v riadkoch 15
az 17, interpretacie symbolov z propagacii st pridavané s necelo¢iselnym
krokom (aby navracanie v riadkoch 7 a 8, pracujuce iba s celo¢iselnymi
hodnotami kroku, sa navracalo iba k tym symbolom, ktorych interpretacie
pochadzaju z volby na riadku 17).

Propagécia je prirodzenym spésobom asociovana s implikacnym grafom,
ktory zachytava vsetky sposoby, ktorymi boli urcené interpretacie symbo-
lov. Ukazka takéhoto grafu je na Obr. 2.4. Jednéa sa o orientovany acyklicky
graf, ktorého uzlami st interpretacie symbolov, pri¢om kazdému uzlu zod-
poved4 prave jeden symbol (interpretacii X! = T RU E vytvorenej na tirovni
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Obr. 2.4: Implikaény graf

s zodpovedd uzol s popisom Xj, zatial ¢o interpretacii X! = FALSE zase
uzol s popisom —X,). Hrany vyjadruju zavislosti medzi interpretaciami,
napr. podla obrazku symbol Y bol interpretovany na zaklade interpretacii
symbolov H, I a T (o¢ividne vdaka klauzule =TV —=H V =1 VY alebo dvo-
jici klauzal =TV -H VY a =TV -1 VY). Volitelne mézu byt tieto hrany
oznacené mnozinami tych klauzil, ktoré dant zavislost reprezentuju.

Na obrazku st interpretacie na zaklade volby reprezentované obdlz-
nikmi s oblymi hranami a celoéiselnymi krokmi, zatial ¢o interpretacie na
zéklade propagicie su reprezentované obdlznikmi s ostrymi hranami a ne-
celo¢iselnymi krokmi. Obrazok teda reprezentuje postup, ked najprv bola
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Rozsirenie: Dimacs CNF format

Tento format je zamerany na zapis logickych viet v tvare CNF
klauzual. Je Siroko akceptovanym formatom pre SAT solvery, ktoré ho
pouzivaju pre formatovanie svojho vstupného stboru. Jedna sa o jed-
noduchy format, ktorého gramatika v BNF je:

< riadky > 1= < komentdr >* < parametre > < klauzula >+
< komentar > = “c” < text >
< parametre > = “pcnf” < pocet symbolov > < pocet klauzual >
< klauzula > = < literdl >+ “0”
< literdl > == < symbol > | -< symbol >
< symbol > u= 1[|2]...

Format je teda zlozeny zo za sebou idtcich komentéarovych riadkov,
jedného parametrického riadku a klauzuldrnych riadkov (niekedy je
komentarovy riadok povoleny na lubovolnom mieste):

e komentarovy riadok zacina pismenom c, pocet takychto riadkov
je Tubovolny (vratane ziadneho),

e parametricky riadok definuje pocet pouzitych symbolov a pocet
pouzitych klauzul, zac¢ina pismenom p nasledovanym identifika-
torom cnf,

e klauzuldrny riadok reprezentuje klauzulu (disjunkciu literalov) a
jeho koniec je indikovany znakom 0. Pocet literdlov je Iubovolny
avsak vzdy aspon jeden.

Jednotlivé symboly st reprezentované numericky pomocou priro-
dzenych ¢isel z intervalu 1 az pocet symbolov. Priamy (pozitivny) literal
je vyjadreny ako dany symbol, zatial ¢o negovany (negativny) literal

zvolend interpretacia symbolu C, nasledne pomocou propagéacie boli urcéené
interpretacie symbolov D a FE, nasledovala volba pre symbol F, za Tiou na

zéklade propagéacii interpretécie symbolov G, H a I, volba pre K, atd.

Ak by nejaky symbol mal v tomto grafe nadobudntf rdzne interpreté-
cie, znamend to konflikt a namiesto tychto interpretacii je v grafe vlozeny
konfliktny uzol k (konflikt na obrazku vznikol kvoli klauzuldm Z Vv —X
a =Z V —Y). Implikaény graf moze obsahovat ziadny, jeden alebo aj viac
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konfliktnych uzlov. V pripade konfliktu je z takéhoto grafu mozné odvodit
konfliktny graf ako podgraf implika¢ného grafu, ktory obsahuje iba jeden
konfliktny uzol a sicasne obsahuje iba tie uzly, z ktorych je dany konfliktny
uzol dosiahnutelny. Ak implika¢ny graf obsahuje viacero konfliktnych uzlov,
tak potom je mozné z neho odvodit viac navzajom réznych konfliktnych gra-
fov. Na obrazku obr. 2.4 nie je implika¢ny graf totozny s konfliktnym grafom
(uzly A4 a Bys su sucastou implika¢ného grafu ale nie konfliktného).

Konfliktny graf sa pouZiva pre analyzu konfliktu a vyhlad4vanie kon-
fliktnych klauzal. KedZe podla obrazku bezprostrednou pri¢inou konfliktu
bola interpretacia symbolov Y a X (oba boli interpretované ako pravdivé),
tak pre zabranenie konfliktu je mozné odvodif platnost klauzuly

~(XAY)=-XV-Y

Z grafu je zrejmé, Ze interpretacia symbolu Y sa dé ziskat pomocou impli-
kacie

TANHANI =Y =-TV-HV~-IVY
Z posledne uvedenych dvoch klauzil je mozné odvodit-pomocou rezolvenc-

ného odvodzovacieho pravidla (zohladnenim vyskytu oboch literdlov sym-
bolu Y') dalsiu klauzulu, ktora musi platit aby nedoslo ku konfliktu

X VaY -TV-HV-IVY
-XV-TV-aHV-I

Obe odvodené klauzuly reprezentuju rezy konfliktnym grafom, ked ho
delia na dva podgrafy, pricom v favom podgrafe ostédvaja interpretacie ozna-
¢ené celodiselnou droviiou (pochédzajuce z rozhodnutia algoritmu Alg. 2.3
na riadkoch 15 az 17) a v pravom podgrafe ostéava konfliktny uzol. Inter-
pretéacie z propagécii sa v roznom pomere rozdeluji medzi oba podgrafy.
Takymto spdsobom je mozné postupnym postvanim rezu smerom nahor a
dolava ziskat dalsie klauzuly, niektoré z nich sa =SV =Y, =X V=TV -H
& X V-aSV-GYV-DV-HYV-l V mnozine moznych rezov jednym
extrémom je uz spominany —X V =Y, zatial ¢o opafnym extrémom je
-RV -K V -F VvV =(C obsahujici iba tie symboly, ktorych interpretacia
bola ziskanéa volbou a nie propagéciou.

Principidlne kazda z tychto rezovych konfliktnych klauztl moze zabranit
analyzovanému konfliktu. Aby sa mu v budtcnosti predislo, sta¢i vybrani
klauzulu zaradit k pévodnym klauzuldm rieSeného problému. Otazkou vsak
zostéava, ktoré z klauzil vybraf, pretoze takychto klauzil je mozné genero-
vat velké mnozstvo. Tomu zodpoved4 aj existencia viacerych schém vyberu.
Jedna z najznamejsich je zalozend na tzv. uzloch UIP (Unique Implication
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Point). UIP v implika¢nom grafe je taky uzol na aktualnej trovni s (na
ktorej vznikol konflikt), ze kazda cesta od uzla s celo¢iselnym oznacenim
tejto trovne ku konfliktnému uzlu vedie cez tento uzol. Ak takychto uzlov
existuje viac, preferuje sa najlavejsi (oznac¢ovany ako prvy UIP).

V nasom pripade na Obr. 2.4 konflikt vznikol na piatej irovni. Je zrejmé,
ze existuje iba jeden UIP — Sy5. Cez tento uzol prechadza viacero rezov.
Jeden z tychto rezov bude pridany k pévodnym klauzulam ako nova na-
ucené klauzula. Bud to bude prvy najdeny rez prechéddzajuci cez UIP, alebo
nejaky iny tiez prechadzajuci cez UIP, ktory je od neho kratsi. Je samoz-
rejme mozné objavit vSetky takéto rezy a vybrat z nich najkratsi (ale pocet
vetkych rezov moze byt znaéne velky), alebo najst prvy a tento podrobit
dodatoénej procedure, v ramci ktorej sa dané klauzula bude minimalizovat
(bude sa znizovat pocet literalov v nej obsiahnutych).

V naSom pripade, ak sa pouzije ndjdend klauzula =X V =TV —=H V =I,
tak je mozné dospiet napriklad k rezu - X V-SV-DV~GV—H VI, ktory
je nasledne mozné postupne zjednodusit pomocou série rezolvencii

-XVaSV-DV-GV-HV-] §— X

-SV-DV-GV-HV-IL H— T
-SV-DV-GV~-H GN-E— H
-SV-DV-GVE D — -F
-SV-DV-G

Taktto analyzu konfliktov spolu s uéenim novej klauzuly a jej zaradenim
k povodnym klauzuldm je mozné zaradit do algoritmu Alg. 2.3 medzi riadky

6a7
6.2. < C,G > := conflict_analysis(F,I)
6.3. C":= clause_minimization(C,G)
6.4. F:=FAC

ked sa najprv vygeneruje konfliktny graf G a na jeho zdklade sa nauéi klau-
zula C, ktorej splnenie zabrani danému konfliktu, tato klauzula sa nasledne
zjednodusi a zaradi k ostatnym klauzulam.

Ucenie konfliktnych klauzal moze byt vyuzité aj pre riadenie navracania.
Naivné verzia navracania podla riadkov 7 a 8 algoritmu Alg. 2.3 realizuje
navrat vzdy iba o jednu uroven a iba ak to nie je mozné, tak sa pokracuje
na troven este pred tym (schéma je oznacovand ako chronologické navra-
canie). Tato schému je mozné nahradif niektorou zo schém, reagujicich na
vysledky analyzy konfliktov. Prikladom je schéma zalozend na intuitivnom
chapani, Ze ak pre nejaky symbol na trovni s nastal konflikt pre obe jeho
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interpretacie, pricom pre jednu interpretaciu najblizSou pri¢inou bola volba
na drovni a a pre druht interpretaciu zase volba na trovni b, nie je nutné
sa navratit k trovni s — 1 ale je mozné spitne skocit priamo na troven
maz(a,b).

Uvazujme opit pripad implikaéného grafu podla Obr. 2.4, ked inter-
pretacia R! = TRUE mala za nésledok konflikt. Z grafu mozno naudit
klauzulu =R V =K V =F V =C odvodenu iba z tych interpretacii, ktoré
boli uréené volbou ale nie propagovanim. PretoZze doslo ku konfliktu, inter-
pretacia symbolu R bola zmenena na R: = FALSE. Predpokladajme, Ze
néasledkom toho opiit nastal konflikt a bola odvodend klauzula RV —F'V—C.

Ak by sa algoritmus teraz navratil k symbolu A, tak po zmene jeho in-
terpretacie AL = TRUE na A} = FALSE by opit doslo k skimaniu vhod-
nosti interpretacii symbolu R — s uz znamym vysledkom, pretoze odvodené
klauzuly signalizuja, Ze ani jeden z netspechov nezavisel na interpretacii
symbolu A. Preto je mozné bezpecne skocit na volbu interpretacie toho
symbolu, ktory figuruje v odvodenej klauzule asponi pre jeden netspech a
je zaroven najblizsie k aktuédlnej trovni (pre nas pripad teda skok spitne
na uroven 3 k interpretécii symbolu K).

Taktto analyzu konfliktov pre urcenie ciela spdtného skoku je mozné
zaradit do algoritmu Alg: 2.3 medzi riadky 6 a 7

6.6. J = jump_level(G)

6.7. if flip/s] = 0 then jump := j

6:8. else s := maz(jump,j)
7. while s > 0 and flip[s/] =1

8. si=s5—1

ked sa vzdy po analyze konfliktného grafu G vygeneruje troven, na kto-
rej bola zvolenéd ta interpretacia spomedzi interpretacii relevantnych voci
konfliktu, ktora je k aktudlnej urovni najblizsie. Ak sa jedna eSte len o
prvi interpretaciu symbolu na aktualnej trovni (teda flip[s| = 0), tak tato
droven sa bude pamitat. Ak sa jednd uz o konflikt pre druhi interpreté-
ciu symbolu na aktudlnej trovni (teda flipfs/] = 1), tak sa pouzije blizsia z
urovni (odpamiitanej a aktudlne uréenej). Pri potrebe navracania sa najprv
skoc¢i na uréent tiroven a az z tejto irovne v pripade potreby nasleduje na-
vracanie po jednotlivych arovniach.

Pri rozsirovani parcidlnej interpretécie symbolov (riadok 15 v Alg. 2.3)
je mozné naivny pristup vyberu podla vopred urceného statického pora-
dia symbolov a priradzovanych pravdivostnych hodndt nahradit dynamic-
kym pristupom, reagujicim na priebeh prehladavania, ktory je zalozeny na

60




“kniha” — 2020/10/29 — 10:05 — page 61 — #61

Inferencia vo vyrokovej logike

vyuziti nejakych meratelnych charakteristik. V tomto smere existuje vela
heuristik. Ako ukdzku uvedme zopar pouzivanych heuristik:

e DLIS (Dynamic Largest Individual Sum),
e DLCS (Dynamic Largest Combined Sum),
e MOM (Maximum Occurence on clauses of Minimum size),

e VSIDS (Variable State Independent Decaying Sum).

Heuristika DLIS vybera symbol a k nemu pravdivostni hodnotu (teda HEURISTIKA
literdl) tak, aby volba umoznila interpretovat ¢o najviac klauzul spomedzi DLIS
tych, ktoré este nemaju interpretaciu, ako pravdivych. Je to dynamicka
heuristika, pretoze to, ktoré klauzuly uz st interpretované ako pravdivé
(pretoze ak je niektora klauzula interpretovana ako nepravdiva, tak nasle-
duje faza navracania) a ktoré este interpretaciu nemaju, zévisi od aktuélne;j
parcialnej interpretéacie symbolov. Na jednej strane to je jednoduché heuris-
tika, na druhej strane vSak vyzaduje pri kazdej volbe kontrolovat vsetky
klauzuly, ¢o je vypoctovo narocné. DLCS je podobné s tym rozdielom, Ze HEURISTIKA
vyber je rozdeleny na dve etapy —najprv na vyber symbolu a az potom na DL,CS
vyber pravdivostnej hodnoty. Symbol vybera tak, aby sa vyskytoval v ¢o
najviac¢som pocte tych klauzil, ktoré este nemaju interpretaciu, bez ohladu
na to ¢i v nich vystupuje v priamom tvare alebo v negovanom tvare. Hod-
notu vybera nasledne podla toho, v akom tvare sa vybrany symbol v tych
klauzulach vyskytoval castejsie.
Heuristika MOM k myslienke interpreticie ¢o najvicSsieho poctu do- HEURISTIKA
posial neinterpretovanych klauzul pridava dalsie dve idey: preferenciu krat- MOM
kych klauzil (pretoze tam je viic¢sia Sanca na vytvorenie jednotkovych klau-
z1l) a preferenciu rovnomerného rozdelenia priameho a negovaného vyskytu
(analogicky k hladaniu v ramei intervalu jeho delenim na dve c¢asti — de-
lenie na polovicu je najrychlejsie v najhorsom pripade). Metrika, ktoru je
potrebné maximalizovat pri vybere symbolu je

2F[A(X) + #(~X)] + #(X) * #(-X)

kde # reprezentuje pocetnost (frekvenciu) vyskytu v kratkych klauzulach a

k je hodnota zvolen& heuristicky. Vybera sa teda ten symbol X, pre ktory

je tato hodnota najvicsia. Hodnota sa vybera podla toho, ¢i je #(X) >

#(—=X) (vysledkom je priamy vyskyt v literdle) alebo naopak (vysledkom

je negovany literal).

Pri VSIDS pre kazdy mozny literal kazdého symbolu existuje pocitadlo. HEURISTIKA

Vsetky pocitadla st na zaciatku inicializované na nulu. Vzdy pri vlozeni ne- VSIDS
jakej klauzuly sa inkrementuja pocitadla tych literalov, ktoré sa nachadzaju
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v tejto vkladanej klauzule. Vzdy po urcitej dobe s hodnoty vSetkych poci-
tadiel znizené na polovicu. Pri volbe sa vyberd ten literal (vyber sa deje iba
medzi literalmi tych symbolov, ktoré este neboli interpretované), ktorého
pocitadlo ma aktualne najvyssiu hodnotu.

Kedze pocitadla sa inkrementuju iba pri vkladani novych klauztl (na
zaciatku to st klauzuly reprezentujice problém, neskér to st odvodené kon-
fliktné klauzuly), vypoctova narocnost je mensia. Periodické zmensovanie
hodnét pocitadiel znamena, ze sa viac preferuju vyskyty v posledne vkla-
danych klauzulach oproti vyskytom v klauzulach vlozZenych skorsie — teda
volba viac reaguje na posledné dianie.

Cvicenia
1. Pomocou Tablo algoritmu dokazte

e validnost vety (PAQ) — R) — (P — (@ = R))
e validnost vety =((PV Q) = R)V(R = (PAQ))
e splnitelmost vety (P — Q) =+ R) - (PAQ) — R)
e splnitemost vety ~(P — (@ — R)) A ((P — Q) — R)
e vyplyvanie vety (PV Q) — R) = ((P — Q) — R)
e vyplyvanie vety (P — (Q - R)) E (PAQ) — R)
2. Overte, Ci pre tie pravidla tablo dekompozicie z Tab. 2.1, ktoré mézu

byt pouzité ako vetviace alebo ako nevetviace (pre P + Q, —(P +
Q), P®Q a —(P®Q)) je vyhodnejsia vetviaca alebo nevetviaca forma.

3. Pre vyrok “Podvadzali Fero alebo Ondro, avsak nie obaja”, ktorého
pravdivost je neznama, najdite vSetky modely pomocou tablo algo-
ritmu. Uvazujte

e ¢o najkompaktnejsiu (najkrat$iu) reprezentaciu,
e reprezenticiu v tvare CNF.

4. Pomocou rezolvenéného odvodzovania dokézte nesplnitelnost mnozin
klauzul

e P -5 (QVR)AN-(QAR), P> (SVT)AN-(SAT), S — Q,
-R—-T,T—S,P
e S (ANB)AN(AVB),C+ ANB, A, B, S, -C

e -PVQ, PV=Q, PVRVS, ~PV-RVS, ~PVRV~S, PV-RV-S,
~SVT, SV—T, ~QVRVT, QV-RVT, QVRV-T, ~QV—-RV~T
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5. Pre priatelov, ktori radi komunikuju (cvicenia kapitoly 1), sa poktste
zo znalosti o nich v tvare CNF odvodit, Ze

Klara je online

Klara nie je online

Rudolf alebo Vladimir st online, nie vsak obaja

ak je online Rudolf, tak je online aj Vladimir

ak je online Vladimir, tak je online aj Rudolf

Anna a Hedviga su alebo obe online alebo ani jedna,

ak je online nejaky chlapec, tak je online aj nejaké dievca

PR oo &0 T

najviac dve dievéatd st online

e

aspon dve dievéata su online

Pri odvodeni pouzite stratégiu opornej mnoziny. Vyskusajte aj iné
stratégie.

6. Pre vyraz v tvare CNF

(PVQVR)A(PV—-QV=RYAPV-W)A(-QV-RV-W)
APV =QVR)AUVX)ANUV-X)N(QV=U)A(-RV-U)

najdite vhodnu interpretaciu symbolov manualnou simuléaciou

e naivnej verzie algoritmu DPLL podla Alg. 2.3,

e ako v predchadzajiicom s pridanim jednotkovej propagacie a pro-
pagacie Cistého literalu,

e ako v predchadzajicom s pridanim ucenia novych klauzual.

Pri simulacii vytvarajte implika¢ny graf.

7. V “pigeon-hole” probléme ide o umiestnenie n + 1 holubov do n dier,
pricom kazda diera moéze obsahovat najviac jedného holuba. Pren = 3
je problém popisany pomocou 34 klauzul (symbol ij vyjadruje umiest-
nenie i-teho holuba do j-tej diery)

—11V =21, =11V =31, =11V =41, =21V =31, —21 v =41, =31V —41,
12V =22, 212V 32, =12V —42, =22V =32, —22 V =42, =32V —42,
—13V =23, =13V =33, =13V =43, =23V —33, =23V 43, =33V —43,
11V =12, =11V —13, =12V =13, 11V 12V 13,
21V =22, =21 V —23, =22V —23, 21V 22\ 23,
—31V =32, =31V =33, =32V =33, 31V 32V 33,
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=41V —42, =41V —43, =42V —43, 41V 42 V 43
Dokézte nesplnitelnost tejto mnoziny klauzil pomocou

e manualnej simulacie DPLL algoritmu,

e zakédovanim problému do DIMACS forméatu s naslednym pou-
zitim SAT solvera.

. Reprezentécie dvoch problémov v tvare CNF z cviceni kapitoly 1 (kto

podvédzal a priatelia ktori radi navzajom komunikuji) zakédujte do
DIMACS formatu a pouzite niektory SAT solver pre zistenie vSetkych
rieSeni tychto problémov.

. Vytvorte vyrazy vo vyrokovom pocte, reprezentujiice nasledovné tvr-

denia:

Ak pojdes do Austrélie, budes prili§ daleko.
Nepocujem ta ked si prilis daleko.

Ked fa nepocujem, zabudnem ako vyzerés.

o op

Ak pridem do Austrédlie a nebudem vedief ako vyzeras, tak fa
tam nenajdem.

e. Teda ak pojdes do Austrélie, tak fa tam nestretnem.
Overte, ¢i zaver (tvrdenie e) plati alebo nie.

Vyrieste pripad zédhadnej vrazdy. K tomu potrebujete zistit, kde boli
jednotlivé osoby a ktoré zbrane mali k dispozicii. Podozrivymi st traja
muzi (Fero, Jano, Ondro) a tri Zeny (Anna, Hedviga, Klara). Kazda
osoba bola v inej miestnosti (kipelia, jedalen, kuchyna, obyvacka,
komora, pracoviia). Podozrivé zbran bola najdend v kazdej miestnosti
(vrece, puska, plyn, noz, jed, povraz).

1. Muz v kuchyni nemal povraz, néz, pusku ani vrece.

2. Anna bola v pracovni alebo v kupelni, Klara bola v druhej z
tychto miestnosti.

3. Osoba s vrecom, ktord nie je Anna ani Fero, nebola v kupelni
ani v jedalni.

Zena s povrazom bola v pracovni.

Zbran v obyvacke mal Jano alebo Fero.

N6z nebol v jedalni.

N o

Klara nemala zbran z tych, ¢o boli ndjdené v pracovni a v ko-
more.
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8. Puska bola v miestnosti s Ferom.

Bolo zistené, ze zavrazdeny bol uduseny plynom v komore. Podozrivy,
ktory bol ndjdeny v tejto miestnosti, je vrah. Na koho je treba ukdzat
prstom 7
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