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Strednd hodnota (1)

@ E[X] - strednd hodnota ndhodnej veli¢iny X

@ oznaluje sa aj ako olakdvana (expected) hodnota
@ nahodna veli¢ina X ma pravdepodobnostnt distribiciu

p(x)
o niekedy namiesto E[X] sa zapisuje E,[X]

@ pre spojitd ndhodnu veli¢inu je
E[X] = [~ x p(x)dx

@ pre diskrétnu nahodnd veli¢inu je
pravdepodobnostne vaZenym priemerom
E[X] = p(Xl)Xl +.o+ p(Xn)Xn = 27:1 P(Xi) Xi

@ pri rovnakych pravdepodobnostiach degraduje na
aritmeticky priemer i CIT
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Strednd hodnota (2)

@ Vybrané vlastnosti strednej hodnoty

@ nech X, Y a Z st ndhodné premenné, a a b st konstanty
Ela] = a
El[aX] = aE[X]
E[X + Y] = E[X] + E[Y]
E[aX + bY|Z] = aE[X|Z] + bE[Y|Z]
E[E[X]] = E[X]
@ (the Law of iterated expectations)
E[E[X]Y]] = E[X]
E[E[X]Y] |Z] = E[X|Z]
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Strednd hodnota (3)

@ Dokaz pre Law of iterated expectations
o E[E[X|Y]]
=%, EIXIY =y p(Y

)
y) p(Y =y)

=, 2 xp(X =x|Y

=3, 2 xp(X=x,Y =y)

=3, 2 xp(Y =ylX =x) p(X = x)

=20, 2 xp(X =x) p(Y = yIX—X)

=2 xp(X=x)3, p(Y =y|X = x)
IE[XTP(X—X) (lebo 3=, p(Y = y|X =x) =1)
—E
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Pravdepodobnost (1)

@ ZdruZend pravdepodobnost

Vysoky
Blond @ distribucia |
pravdepodobnosti
p(v7 B7 07 M)
Obézny o pravdepodobnost
. p(V = yes,B = no, O =
no, M = yes)
Modroocko

° > vl 02mP(V,B,0,M)=1.0
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Pravdepodobnost (2)

e Marginélna pravdepodobnost
Vysoky

@ distribucia

Blond . pr(a\\//d;;))odobnosti
p , —
. ZBZOP(VaBaOaM)
. Obszny o pravdepodobnost
. p(V = yes, M = yes) =
h 2g2oP(V =
Mogreetke yes, B, O, M = yes)

° > v2mp(V,M)=

e

>v2m(2ogdop(V.B,0,M)) =10 o RS
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Pravdepodobnost (3)

@ Podmienend pravdepodobnost

Vysoky
1 @ distribdcia

Blond :. pravdepodobnosti
i. | p(0,B|V = yes, M =
}. Obézny yes) ,
; - @ pravdepodobnost
w. p(B = yes|V = yes, M =
Modroogko yes)

® ZVZMP(V7M|B7 O): 1.0 L

..I
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Pravdepodobnost (4)

@ Vybrané vlastnosti
@ 00<p(A=a,B=b)<1.0
o P(A,B) = p(A[B)p(B) = p(B|A)p(B)
P(A, B|Z) = p(A|B, Z)p(B|Z) = p(B|A, Z)p(B|2)
@ nezdvislost premennych A a B
p(A|B) = p(A)
p(AIB. Z) = p(A2)
p(A, B) = p(A)p(B)
@ veta o Uplnej pravdepodobnosti
p(A) = > g p(AlB)p(B)

e podmienend pravdepodobnost
_ p(ACD) 3 pP(AB,CD)
p(A’C7 D) - PP(C7D) - ZA iB p(A,B,C,D)

.v.! CIT
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Markovovské retazce (1)

@ Markovovska vlastnost (memorylessness):
“Budticnost pri danej pritomnosti nezaleZi na
minulosti”

Definition

P[St+1]51, ..., S¢] = P[St41]5¢]

@ Vlastnost stochastickych procesov, modelujicich

sekvenciu stavov
@ Aktudlny stav obsahuje v8etku relevantnu
informaciu pre predikciu budiceho stavu
e nezaleZi na tom, akd postupnost stavov viedla k
aktudlnemu stavu ]
e pri znalosti aktudlneho stavu je mozné histériu mintifich!’-
stavov ignorovat
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Markovovské retazce (2)

@ Markovovsky proces (retazec)

e stochasticky model sekvencie moZnych stavov
° splna Markovovskdi vlastnost

Markovovsky proces je dvojica (S,P), kde
@ S je mnoZina stavov

@ P je pravdepodobnostna prechodovd matica
Pssr = 'D[St+1 = 5/|5t = 5]

@ Prechodova matica definuje pravdepodobnosti

prechodov medzi dvojicami stavov T

l.!'
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Markovovské retazce (3)

@ Mozna sekvencia: high, high, low, high, low, ...
@ Stavova prechodova matica P
do
2 [phigh—>high Phigh—>/ow]
Plow—>high  Plow—>low

phigh—>|ow

phigh->high pIow->|ow

plow->high
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Markovovské retazce (4)

@ Distribicia stavov v &ase t je 7(t), 7(0) je

pociato¢na distribdcia
|: Phigh :|
Plow

@ Markovovsky retazec je dany vztahom
m(n+1) = 7(n)" Pe
m(n+1) = 7(0)T P2

@ Absorpény stav - pravdepodobnost zotrvania v
danom stave je 1

e Komunikujtce stavy - pravdepodobnost dosiahnutia
jedného z druhého (a aj opa&nym smerom) & aT
pomocou sekvencie prechodov je kladna
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Markovovské retazce (5)

@ Vlastnosti Markovovskych retazcov

° ((v:asovo) Homogénny retazec - pravdepodobnosti
prechodov matice P nezaleZia na Case

e Distribdcia stavov je staciondrna, ak plati
T =" Py

o Reguldrny retazec - distribticia stavov limituje k
staciondrnej distribucii
lim, s m(n) =7
a ta nezavisi na pociatocnej distribdcii stavov

L
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Nekoneéné rady (1)

o Ak je dand postupnost {a;}%°;, tak sdet &lenov
tejto postupnosti je nekoneény rad

Definition

(o]
atat...=>a

o Nekone&ny rad je konvergentny, ak postupnost
Ciastolnych sdctov {s;}°; konverguje

Definition

o . n (0.0]
s = Ilm,,_>oo Shp = ||mn—>oo Z,-zl aj = Zi:l di

@ Ak rad konverguje, tak limita postupnosti G T
{a;}?2; je rovna nule, inak rad diverguje
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Nekoneéné rady (2)

@ Typy nekonecnych radov

e Harmonicky - &leny s prevratené hodnoty {1/i}%°, - rad
diverguje

e Aritmeticky - aritmetickd postupnost s diferenciou - rad
konverguje iba pre nulovd diferenciu a nulovd prvid
hodnotu

e Geometricky - geometrickd postupnost s kvocientom -
rad konveguje pre kvocient z intervalu (—1,1) alebo pre
nulovd prvi hodnotu

o i—1 __ a1
Zi:l aiq -

'.5.! CIT
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Nekoneéné rady (3)

o Sti¢et konegného radu s, = >.7 ; a;q' !

_ j n i1 _
Gsn—Sn = i1 4G — )i &G T =aq" — a
=>

° D6kaz

q—l
-1

konvergencie nekone¢ného geometrického

radu pre g € (—1,1)
Yiag =

Mach (KKUI)

: n i—1 _
lim, oo D i a19 " =
. q"—1
IIrnnf>oo 31 1) =
1 _
a g—1 I|mn7>oo(q - 1) -
1 . .
al—q_l(llm,,,>oo q" —lim, > 1) =
1 _
alE(O - ].) =

a1

—q

'.5.! CIT

[ay

SU Il - MAT 16 /21



Vzorkovanie podla dbleZitosti (1)

@ Je zadana funkcia f(x), pricom premennd x je
nahodnou premennou s pravdepodobnostnou
distribuciou p(x)
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Vzorkovanie podla dbleZitosti (2)

@ Chceme ur¢it strednd hodnotu E,[f(x)]
@ Aproximdcia vzorkovanim a priemerom

Ef()] = [ F()p(x)dx ~ L0, F(x) x~p(x) |

@ Priemer bude nahodnou hodnotou centrovanou
okolo E,[f(x)]

@ Velkd variancia - hodnoty generované podla p(x) su
va&sinou mimo “doleZitého” regidnu funkcie f(x)

@ ZmenSenie variancie

@ pouZitie velkeho poctu vzonek 3
s CIT
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Vzorkovanie podla dbleZitosti (3)

@ Zavedie sa pravdepodobnostna distribdcia g(x)
e g(x) > 0 vzdy ked f(x)p(x) #0
e p(x)/q(x) je vzorkovaci pomer/véha

Ef(x)] = [ f(x)p(x)dx = [ [f(x)%} g(x)dx }

@ Aproximacia vzorkovanim a priemerom

Ef(x)] = E; | f()23]| ~ L 500 ()2

@ Volba g(x) zniZujlca varianciu
o qg(x) velké viade tam, kde | f(x)p(x) | je velké @& CIT
@ nevhodna volba méZe situdciu aj zhorsit

i ~ q(x) }
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Vzorkovanie podla dbleZitosti (4)

“dolezitému” regidnu f(x)

T
qx) =

12r f)px)g(x) = |
AL i
08 |
06 =
04 =
) /\
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Vzorkovanie podla dbleZitosti (5)

@ Nevhodna volba g(x) - e$te menia pozornost
venovana “doleZitému” regidnu f(x)

WL - o —
0.8 - N
0.6 - N
0.4 - N
0.2 - N
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