2 Problémy sohrani¢eniami

Ako ilustracného reprezentanta kombinatorického problému s ohrani¢eniami nad kone¢nymi
doménami pouZijeme znamy hlavolam Sudoku, ktorého jedna inStancia je zobrazena
Obrazku 1. Hlavolam qrostava z mriezky vytvorenej deviatimi riadkami, deviatimi stipcami

a deviatimi 3x3 Stvorcami. Spolu obsahuje 81 pozicii (poziciaefritzentuje I'ava hornu

a 99 zase pravi dolni pozicipeva cifra znaéi riadok a druha zase stipec), pri¢om niektoré
pozicie su obsadené zatial’ ¢o iné st voI'né. Cielom je na kazdu vol'na poziciu priradit’ jednu
gislicu z {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} tak, gbv ziadnom riadku, stipci ani $tvorci neboli dve
rovnake Cislice.
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Obrazok 1. Ilustraény problém s ohrani¢eniami nad kone¢nymi doménami.

Z formalneho hladiska je problém s ohrani¢eniami vo vSeobecnosti definovany pomocou
troch mnozin:

e mnozina premennych V = {§/ V>, ..., i}
e mnozinadomén D ={R D, ..., D}
e mnozina ohrani¢eni C = {Cy, ..., G, C12 ..., G1n ..., G2, 3

Premenné reprezentujii tie udalosti, stavy atd’., hodnoty ktorych s relevantné pre
rieSenie konkrétneho problému. V priklade na Obrazku 1 je najprirodzenejSerergaciou
taka, ked’ kazda pozicia mriezky je reprezentovana samostatnou premennou. Vysledkom bude
subor 81 premennych, kdg Meprezentuje poziciu 11 ad/zase poziciu 99.

Kazda doména D= D zodpoveda premennej ¥ V a vlastne definuje mozné hodnoty,
ktoré premenna VM mbdze nadobiudat. V naSom pripade st pouzité konecné domény
enumerac¢ného typu. VSetky domény st rovnaké — mnozina deviatickiislic 1 az 9.

Nad premennymi z mitiny V je definovana mnozina ohraniéeni. Indexy jednotlivych
ohrani¢eni oznacujui arnost’ tychto ohraniceni a premenné, nad ktorymi tieto ohrani¢enia su
definované. Tak napr. ohrani¢enie C;; je binarnym ohrani¢enim nad premennymi V; a V.

Definované ohradenia stanovuju pripustnost hodndt premennych v ramci nejakého
kontextu. Tymto kontextom s hodnoty inych premennych (pocet tychto premennych zavisi



od arnosti ohraniceni). Napriklad, ak nejaké ohranienie je definované nad podmnoZzinou
premennych, potom te ohrani¢enie pre kazdu premenna z tejto podmnoziny stanovuje
pripustnost’ priradenia hodnoty z jej domény v kontexte tvorenom hodnotami ostatnych
premennych danej podmnoZinkdinou vynimkou su unarne ohrani¢enia, pri ktorych nie je
potrebné brat’ do uvahy hodnoty inych premennych.

Pre skupinu n premennych je teda mozné definovat’ unarne, binarne, ... az n-arne
ohrani€enia. Celkovy pocet ohraniceni, ktoré je mozné definovat’ pre n premennych je
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pri¢om 1 oznacuje arnost’ ohraniCeni. Je teda zrejmé, Ze je mozné definovat’ aZ n unarnych
ohrani¢eni a jedno n-arne ohranienie. Maximalny pocet binarnych ohrani¢eni je dany
vztahom (n® — n)/2. Okrem nincho ohraniGenia vietky ostatné su definované iba nad
nejakou podmnozinou premennych (premenné z tejto podmnoziny sa oznacuju ako relevantné
voci prisluSnému ohraniceniu). V naSom pripade teda je moznych az 81 undrnych ohraniceni,
3240 binarnych, 85320 ternarnych ohraniceni, atd’.

VSetky ohranicenia st definované nad podmnoZinami premennych originalnej mnoZiny
aobmedzuju kombinacie hodndt, ktoré premenné danych podmnozin mézu nadobudnut’.
Extrémnymi pripadmi st ohraniCenia, ktoré nepripistaji ziadne alebo naopak pripustaja
vSetky mané kombinacie hodnét premennych, nad ktorymi st tieto ohrani¢enia definované.
V prvom pripade nie je mozné ngjst’ také rieSenie, pre ktoré by takéto extrémne ohranicenie
bolo splnené. V druhom pripade je takérapitenic v mnozine ohraniceni zaradené iba
formalne a mozno ho z tejto mnoziny vypustit’.

Pre reprezentdciu nejakého ohraniCenia je moZzné pouzit vymenovanie jednotlivych
kombinécii hodnodt(¢i uz povolenych alebo zakazanych) alebo ohrani¢enie mozno zadat’
nejakym predpisom, ktory pre kazdu kombinaaidddt premennych umoziuje rozhodnut’, ¢i
danad kombinacia porusuje dané ohraniCenie alebo nie. To, ktory tvar je vyuZity, zavisi od
konkrétnej tlohy a spdsobu prace s ohraniceniami. Na§ demonstraény priklad priamo zo
svojej definicie ponuka 27 réznych 9-&thyhraniéeni (jedno pre kazdy z deviatich riadkov,
stipcov a §tvorcov). Aj ked’ je mozné takéto ohraniéenie reprezentovat’ vymenovanim
pripustnych kombinacii hodnoét relevantnych premennych, bolo by to nepraktické pre pocet
tychto kombinéacii (najmensi poget by bol pre 6smy stipec — 24 pripustnych moZznosti,
najvacsi pre treti riadok — 40320 pripustnych moznosti).

V praktickych ulohach sa vyskytuju ohranicenia réznych arnosti. Pretoze vSak unarne
ohranicenia je mozné zohl'adnit’ prislusnou redukciou domén jednotlivych premennych (resp.
naopak je ich mozné rozsirit’ na bindrne ohranicenia) a ohrani¢enia vyssich arnosti mézu byt
redukované na binarne ohranicenia (aj ked’ niekedy za cenu zavedenia novych pomocnych
premennych) [1] [39]véd¢sina prac sa zaobera prave binarnymi problémami s ohrani¢eniami —
problémami, v ktorych vSetky ohranienia su definované najviac nad dvoma premennymi.

Pouzity ilustraény problém pouziva Specidlny typ ohrani¢eni — ,alldiff* ohrani¢enia
(v8etky premenné v ramci takéhoto ohrani¢enia musia mat’ navzajom rdézne hodnoty). Pri
tomto type sa %ne ohrani¢enie da nahradit 84 ternarnymi alebo 36 binarnymi
ohrani¢eniami rovhakého typu (po jednom pre kazdy vyber troch alebo dvoch premennych
z danych deviatich relevantnych premennych).



Pri reprezentacii predpisom je mozné ohranicenie pouzit’ iba na testovanie, ¢i nejaka
kombinacia hodnot premennych je z hl'adiska daného ohranienia pripustna alebo nie.
Prikladom moZe byt ternarne ohranienie: ,tri premenné z toho istého riadku (resp. stipca &i
Stvorca) musia mat’ navzdjom rézne hodnoty“. Takymto ohrani¢enim méze byt napr. Gz 1322
Reprezentdcia vymenovanim umoziuje nielen iba testovat’ ale aj pouzit ohraniCenie
generativnym spésobom — priamo ziskambinacie hodnoét relevantnych premennych, ktoré
st validné z pohl'adu daného ohranicenia. Prikladom mo6ze byt binarne ohrani¢enie Cy 31 pri
vymenovani majlce tvar mnoziny {(1,2),(1,3), ..., (9,7), (9,8)} so 72 dvojicami.

Okrem ohrani¢eni na r6znost’ hodnot kombindcii premennych problém ohranicuje priamo
niektoré premenné. Toto reprezentuju unarne ohranienia dané vymenovanim pripustnych

hodndt napr. &={8}.

Ked’ uloha pre niektoré premenné resp. kombinacie premennych nedefinuje ohrani¢enia
priamo, je mozaé takéto ohraniCenia formalne zaviest. Aby takéto ohrani¢enie nemenilo
definiciu ulohy, povol'uje vSetky mozné kombinacie hodnét relevantnych premennych. Tak je
mozné zaviest’ napr. Cz1 4={(1,1), ..., (9,9)} s 81 dvojicami hodnot,;&{1, ..., 9} s deviatimi
hodnotami a & 324250 729 trojicami hodnot.

Kedze je potrebné splnit’ vsetky ohranicenia (teda aj undrne), je mozné znizit
komplexnost’ problému redukciou domén jednotlivych premennych. Po tejto redukcii
premennej Y bude zodpovedat' redukovana doména, ktord vznikne z pdvodnej domény
vypustenim vietkych prvkov nespliiajiicich unarne ohraniGenie viaZiice sa na premenna V.

Téato redukcia sa moéZe rozsirit aj na definicie ohranieni. Ak binirne ohranicenie
povoluje nejaku taki kombinaciu hodnét, ktora obsahuje hodnotu, poruSujicu unarne
ohranicenie viazuce sa k prislusnej premennej, potom je mozné toto binarne ohranienie
,,sprisnit* a dani kombinaciu hodnét nepovolit. Takymto spésobom dochadza k zvySovaniu
prisnosti ohrani¢eni (danej pomerom poc¢tu kombinacii hodnbt povolenych danym
ohrani¢enim vo¢i vSetkym moZnym kombindciam hodndt).

Napriklad ked’Ze unarne ohrani¢enie C13 obsahuje iba jednu hodnotu 8 zatial’ ¢o bindrne
ohranicenie C12,130bsahuje 72 dvojic, je mozn@,Gssprisnit’ iba na osem pripustnych dvojic
Ci213= {(1,8), (2, 8), ..., (7,8), (9,8)}. Podobne je mozné sprisnit’ na osem dvojic aj C12 22
A nasledne ternarne ohrani¢enie Ci2132,M0ZN0 na zaklade1&13a Gy 2o sprisnit’ na sedem
pripustnych trojic (ak by bolo reprezentované vymenovanim a nie predpisom).

Obidva uvedené pripady (vymenovanie a predpis) ilustruji explicitny tvar ohranicenia.
Ohranicenie v§ak moze byt vyjadrené aj implicitnym sposobom — samotné ohrani¢enie nie je
priamo uvedené ale je reprezentované iba prostrednictvom inych ohraniceni, z ktorych méze
byt indukované. Prikladom je Casi132 KedZe zahfiia dve pozicie v rozli¢nych stipcoch,
riadkoch aj Stvorcoch, nijako neohranicuje hodnoty na danych dvoch poziciach. Avsak napr.
ohrani¢enia Cy, Cp232 Cis, Ci4,15indukuju nepripustnost’ dvojic (7,...) a (...,5) pre & 32 ktoré
tym padom by malo povolovat’ iba 64 dvojic. Takuto indukciu je mimé (aspon Ciastocne)
urobit’ pri reprezentacii problému, ale zvyc€ajne sa to nerobi a prenechava sa to prisluSnym
metddam pre rieSenie tloh s ohrani¢eniami.

[lustracny priklad bude teda reprezentovany tak, ze unarne ohrani¢enia budu dané podla
Obrazku 2, binarne ohrani¢enia budi reprezentované vymenovanim povolenych dvojic,
pricom budu sprisnené v zavislosti od obsahu unarnych ohraniceni, a ternarne a viacarne
ohrani¢enia budu dané predpisom.



Domény premennych vlastne definuju priestor. Je to vlastne priestor ai$etky
potencialnych rieSeni (kandidatov rieSeni) — vSetkych moznych kombinéacii hodiodhén
premennych. Ak kazda z domén bude reprezentovana ako jedna suUradnica &stooupri
potom kazdy bod tohto priestoru bude reprezentovat’ jednu kombinaciu hodnét premennych.
Tento priestor takto vznikne ako kartégskcin domén premennych — ako mnoZina vSetkych
kombinacii hodndét jednotlivych premennych.

3 Algoritmické spitianie ohraniéeni

Téato trieda metéod bola v minulosti oznaovand réznymi nazvami napr. konzistentné
znackovanie (consistent labeling) ¢i splnajice priradenia (satisficing assignment). Napokon
sa pre fu vzilo oznacenie spliianie ohraniceni (constraint satisfaction).

Jednou z prvych aplikaénych domén sa stala interaktivna grafika, kde prvym systémom
bol Sutherlandov Sketchpad [323jciatkom Sestdesiatych rokov. Jeho pokracovatelom je
Borningov ThingLab [5] Tieto systémy dovolovali pouzivatel'ovi kreslit a manipulovat
s geometrickymi obrazkami, podliehajicimi ohrani¢eniam, po displeji pocitaca.

Prvé prace spojené s oblast'ou algoritmov momentéalne zahfiianych pod tymto spolo¢nym
nazvom siahaju do polovice sedemdesiatych rokov. Popudom k rozvoju v tejto ob&isli sa
algoritmy pouZzivané pre interpretaciu trojrozmernych scén naad@kbvojrozmernych
obrazov (bolo potrebné zohl'adiovat’ ohrani€enia pri interpretacii €iarovych obrazov — napr.
trojrozmerna interpretacia nejakej Ciary ako hrany musi byt’ rovnaka na oboch jej koncoch).
Vtedajsi Student MIT Al Lab (Laboratéria pre umell inteligenciu Nd@ssachussetskom
technologickom institate) David Waltz si uvedomoval kombinatorickl explézitugcu
powitelnost’ vtedy zndmych interpretacnych metdd a preto pre jej zmenSenie vytvoril
filtracny algoritmus na odstranenie nekonzistentnych interpretacii [38].

Dalsi ranny vyvoj Vv tejto oblasti je spojeny s takymi menami ako Eugene C. Freuder,
John Gaschnig, Robert M. Haralick, Alan K. Mackworth a Ugo Montanari [23] [[i13.
DoSlo k abstrahovaniu vlastnosti algoritmov, k ich oddeleniu od aplikacii a lovamu
oblasti do takého tvarw, akom je znama dnes. Popisy zakladnych algoritmov pre spiiianie
ohraniCeni je mozné najst napr. v prehladovych publikaciach [22] a [10]. Z on-line
dostupnych rozsiahlejSich publikacii su k dispozicii [3&dnglictine) a [25] (v slovencine).

Jednou z tried algoritmov Sivnzistencné algoritmy (consistency enforcing algorithms).
Podstatou tychto algoritmov je orezanie priestoru kandidatov rieSeni nay nejad
podpriestor. Ak uloha ma jedno alebo viac rieSeni, tak tento vysledny podipviedealnom
pripade bude obsahovat’ iba také body, ktorych kazda stradnica je sticastou asponl jedného
rieSenia (ak uloha mé iba jedno rieSenie, tak tentpretbr bude obsahovat iba jeden bod).
Ak v8ak uloha nema rieSenie ktoré by splnilo vSetky definé ohranicenia, tak priestor
kandidatovje mozné redukovat’ na prazdny podpriestor.

Samotna redukcia je zalozend na filtracii. Pri filtracii sa vyhladavaju také hodnoty
Z domén premennych, ktoré nie s sucast'ou Ziadneho rieSenia. V doménach premennych su
ponechavané iba hodnotitopré st konzistentné s definovanymi ohrani¢eniami.

V procese filtracie méze dochadzat’ nielen k redukcii domén ale aj k redukcii ohranicent,
ked’ ohrani¢enie je spristiované — nejaka kombinacia hodnot premennych (ktoré su relevantné
pre dané ohranicenie) je oznacend ako nepripustna. Obidva tieto typy redukcie su navzajom



previazané. Zakazanie nejakej kombinacie hodnot moze viest' k zbyto¢nosti niektorych
hodndét v doménach premennych alebo naopak zakazanie nejakej hodnoty v domniéaje neja
premennej implikuje nepripustnost’ vSetkych kombinacii hodnot v ktorych dand hodnota
vystupuje.

Podobne méze dochadzat’ k redukcii medzi ohrani¢eniami rdoznych arnosti. Zakazanie
nejakej kombinacie i premennych (sprisnenieneho ohrani¢enia) moze mat’ za nasledok
sprisnenie (i+j)arneho ohranienia (vypustenie vSetkych kombinacii obsahujtcich ako svoju
sticast danu kombinaciu i premennych). Alebo sprisnenie (i+j)-arneho ohrani¢enia moze
podnietit’ vypustenie vSetkych tych kombindcii z i-arneho ohraniCenia, ktoré uz nie su
konzistentné s ohrani¢enim s vysSou arnost’ou.

Uvedena filtracia mdéze mat’ retazovy charakter. Vypustenie nejakej hodnoty z domény
nejakej premenej moéze prostrednictvom sprisnenia nejakého ohranienia sposobit’ redukciu
domény inej premennej. Podobne sprisnenie jedného ohranienia moéze prostrednictvom
redukcie domény nejakej premennej mat za ndsledok sprisnenie iného ohranicenia
definovaného nadadou premennou. Toto retazenie méze nastat’ podobnym spdsobom aj
medzi ohrani¢eniami réznych arnosti. Takyto retazovy proces filtracie sa oznacuje ako
Sirenie ohraniceni (Constraint propagation).

Vyhodou konzistenénych algoritmov je, Ze ak robia ,,fair* Sirenie ohraniceni (t.j. kazdé
ohranicenie, ktorého premenné sa zmenili, je znovu aktivované), tak takéto Sirenie vedie
K jedine¢nému stavu siete ohrani¢eni — a teda nezdlezi na poradi, v ktorom su jednotlivé
ohranicenia uvazované [15].

Konzisterdné algoritmy pracuji s pojmom konzistencie Jedna z pouzivanych podéb

tohto pojmu je (i,j)konzistencia, kde v tilohe hodnét i a j mézu vystupovat’ prirodzené Cisla

z intervalu <1, nk>, pri¢om ich stcet je mensi alebo rovny n. Vol'ne by sa dalo povedat’, Ze

sa jedna vlastne o konzistenciu podmnozin premennych z mnoziny vSetkych premenn
V ahodnota i vlastne udiva kardinalitu tychto podmnozin. Ulohou konzistenénych
algoritmov je tito konzistenciu zabezpecit. Konzistencné algoritmy vlastne zabezpecia, Ze
nejakd subsiet siete ohrani€eni je konzistentna voci svojmu okoliu. Pritom pod tymto okolim

sa chapu nejaké premenné, ktoré sa nevyskytuju v danej subsieti — tartdaotaikoli pre
nejaku subsiet’ moze existovat’ vo vSeobecnosti viac.

Formalngie mozné povedat’, Ze siet’ ohraniceni je (i,j)-konzistentnaak plati:

Nech 'ubovolnym i premennym su priradené také hodnoty z ich domén, aby vSetky
ohrani¢enia definované nad touto i-ticou premennych boli splnené. Pre 'ubovol'nych
dal$ich j premennych je mozné vybrat také hodnoty z ich domén, Ze vSetky
ohrani¢enia definované nad vzniknutou (i+j)-ticou premennych su splnené.

Ohranicenie definované nad i premennymi je (i,j)-konzistentné, ak jeho explicitné
vyjadrenie nepripusta ziadnu taka kombinaciu i hodn6t, ktord nie je pripustna indukovanou
podobou daého ohrani¢enia (v priklade na Obradzku 1 napr. explicitnd podoba;1&
obsahuje 72 pripustnych dvojic, avSak indukovana podoba tohto ohranienia obsahuje
pripustnych dvojic menej rapr. vd’aka ohrani¢eniam Cq; 13a G2 13nie sU pripustné dvojice,
obsahujluce hodnotu 8). Inak povedané, kazda kombinacia hodnét povolena explicitnou
podobou ohranicenia sa da konzistentne rozsirit’ o hodnoty d’alSich j premennych.



Takto definovana (i,j)-konzistencia teda vlastnenz&i@, ze siet’ ohraniceni je prave
vtedy (i,j)konzistentna, ak neexistuje ziadne také ohraniCenie definované nad skupinou
i premennych, ktoré by nebolo (ifpnzistentné. Siet’ ohraniceni je prisne (i,j)-konzistentna,
ak jesucasne (k,j)-konzistentna pre vSetky hodnoty k, pre ktoré je splnena nerdvrok < i
(prisna konzistencia nejakého stupna znamena konzistenciu daného stupiia ako aj vSetkych
nizsich stupnov).

Pouzitie konzisten¢nych algoritmov je potom mozné chapat’ ako transformdaciu siete
ohraniceni na ekvivalentnu ale explicitnejSiu siet’, pricom existujlice ohranicenia si pouzité
pre odvodenie d’alSich a ich pridanie do siete. Zabezpecenie (i,j)-konzistencie potom ma
podobu sprisiiovania i-arnych ohrani¢eni tak, aby boli konzistentné az s (it+j)-arnymi
ohrani¢eniami. Ak nejaké ohranienie nie je explicitne dané, tak je ho mozné dodefinovat —
bude jednoducho reprezentovat’ ohranicenie, pripiistajuce vSetky kombinacie hodnot z domén
prislusnych premennych.

Pojem (1,1)konzistencie znamena, ze v doméne 'ubovol’nej premennej Vsa nachadzaju
iba také hodnoty, ktoré ak spiiiaju ohrani¢enie Cj, tak st zarovei konzistentné s doménou
T'ubovolnej inej premennej Vj, j #i. To znamena, ze pre kazdéhD; existuje taka hodnotg h
e Dj, Ze dvojica (hh) neporusuje ohranicenia definované nad premennymi V; a V; (napr. G;

a G). Takyto typ konzistencie v sieti ohraniCeni zahina vzdy dva uzly reprezentujice dve
premenné a preto sa nazyvwanovoukonzistenciou a oznacuje sa AC (arc consistency).

Pouzity ilustra¢ny priklad na Obrazku 1 nie je hranovo konzistentny. Dévodom je napr.
to, Ze Gy nie je konzistentné s3gss Csis1 @ Gie1 — Obsahuje totiz aj hodnoty 1, 7 a 9,
pri¢om vsak tieto hodnoty nemézu byt’ konzistentne rozsirené o hodnoty premennychsd/ Vs;
alebo \41 bez porusenia prislusného binarneho ohranicenia.

Podobne (2,1konzistencia znamena, ze ak z domén lubovolnych dvoch rdznych
premennych V a V, je mozné vybrat taki dvojicu hodnét, ktord neporuSuje ziadne
ohranicenie, tak tato dvojica je konzistentna s doménou l'ubovolnej inej premennej Vi,
pricom K # i a k# ). To znamena, Ze pre kazda dvojiculih (h € D; a h € D;) neporusujucu
ziadne z trojice ohraniceni C;j, G a G existuje nejaka hodnota e Dy taka, Ze trojica
(hi,hy,he) neporusuje ziadne z ohraniceni Cijk, Gk, Gk a G.

Tato konzistencia vlastne zarucuje, ze 'ubovolnd kombinacia dvoch hodnét z domén
dvoch réznych premennych, povolgpriamym ohrani¢enim definovanym nad tymito dvoma
premennymi, je sucasne povolend vetkymi moznymi cestami dizky 2 medzi tymito dvoma
premennymi. Preto sa nazyva konzistengiolwcester oznacuje PC (path consistency).

Pouzity ilustraény priklad nie je konzistentny po ceste. Dovodom je napr. to, Ze-hie
je konzistentné s {327 13a G2 13— obsahuje totiz aj dvojicu (8,5), pricom vSak tato nemdze
byt’ konzistentne rozSirena o hodnotu premennej Vi3 bez poruSenia prislusného ternarneho
ohraniCenia.

Podobne (1,2konzistencia znamena, ze v doméne lubovolnej premennej V; sa
nachadzaju iba také hodnoty, ktoré ak spliaju ohraniéenie C;, tak s zarovei konzistentné
s doménamfubovolnych inych dvoch premennych Vj, j #i a Vi, k#i a k# j. To znamena,
ze pre kazdé ke D; neporusujice ohranicenie C; existuju takeé hodnoty; e D; a hk € Dy, ze
trojica (h,h,h) neporusuje ziadne z ohraniceni Cijx, G, Gk, Gk G a G.



Téato konzistencialastne zarucuje, Ze 'ubovol'na hodnota z domény premennej umozni
indukovat’ také ohrani¢enie nad dvojicou d’alSich dvoch premennych, ktoré je povolené
priamym ohrani¢enim definovanym nad tymito dvoma premennymi. Preto sa nazyva
konzistenciounverznou po cesteoznacuje PIC (path inverse consistency).

Pouzity ilustraény priklad nie je inverzne konzistentny po ceste. Dovodom je napr. to, ze
Ci11 nie je konzistentné si1€i13 a G 1213 — obsahuje totiz aj hodnotu 8, priCom vsak tato
hodnota nemdzu byt’ konzistentne rozSirené o hodnoty premennych & Vi3 bez poruSenia
prislusného ternarneho ohranicenia.

Analogickym spdsobom je mozné definovat’ konzistencie vysSich stupniov. Ked'ze (i,j)-
konzistencia znamend, Ze&id¢e hodndt je mozné konzistentne rozsirit' o d’alsich j hodnét,
dosahovanie takejto konzistencie vlastne znamena nutnost’ Gpravy (sprisiovania) i-arnych
ohraniceni. Ddlezité¢ je uvedomit’ si, ze definicia konzistencie vysSieho stupiia nevyzaduje
konzistenciu stupfia niz§icho a naopak. Platnost’ resp. neplatnost’ (i,j)-konzistencie vo
vSeobecnosti ni¢ nehovori o platnosti alebo neplatnosti (k,1)-konzistencie pre # k alebo j# I.
A teda (i,j)konzistencia neovplyviuje priamo domény premennych v pripade i > 1. Preto po
dosiahnuti vysSieho stupna konzistencie musi nasledovat’ zabezpecenie aj nizSich stupiiov,
aby sa sprisnenie ohrani¢eni vysSej arnosti rozsirilo aj na ohranicenia nizSich arnosti a cez
unarne ohranic¢enia ovplyvnilo domény premennych.

Z praktickych dovodov sa konzistencie vysSich stupiiov nepouzivaji kvoli vysokym
vypoctovym narokom na ich zabezpeCenie (maju exponencidlnu zlozitost). My sa budeme
venovat’ iba tym najjednoduch$im, ktoré ovplyviiuji priamo unarne ohranicenia premennych
a tym vlastne aj priamo ich domény. Cenou za dosiahnutie iba nizkeho stupna konzistencie je
nie vzdy dostatocny stupeii redukcie ohrani¢eni. Vo vSeobecnosti totiz garanciu, ZzZe
Vv doménach premennych ostanti iba hodnoty participujice aspon na jednom z rieSeni, moze
poskytntt’ iba. prisna (i,j)-konzistencia v pripade, Zze i +j = n.

Preoze existuji rézne typy konzistencie, musia existovat’ aj rézne navzajom odli§né
algoritmy, ktoré umoziuji tieto konzistencie dosahovat. Vo vSeobecnosti, od toho aky typ
konzistencie dany algoritmus zabezpecuje, zavisi aj zlozitost (a tym aj prakticka
poudtel'nost) tohto algoritmu.

Pre zabezpecenie hranovej konzistencie je potrebné porovnavat navzajom domény dvojic
premennych. Ak jedna doména obsahuje taku hodnotu, pre ktort nie je mozné vybrat
z domény druhej premennej Ziadnu hodnotu bez toho, aby bisidtmecenie definované nad
tymito dvoma premennymi bolo porusené, tak je nutné danl hodnotu z domény prvej
premennej vypustit’.

Naviac je potrebné zohladnit’ fakt, Ze aj ked’ v ur¢itom momente je nejakd premenna V;
hranovo konzistentna voci premennej Vj, totosa méze neskor zmenit’ po redukcii domény
prislichajucej premennej;\ a teda vlastne redukcia domény premennegaygriciiuje
nutnost’ ndvratu ku kontrole premenne;j Vi;.

Algoritmus pre zabezpecenie hranovej konzistencie moze mat’ viacero podob s ré6znou
Zlozitostou a priestorovymi narokmi, danymi jednak spdsobom implementacie a jednak
mierou redundantnych testov. V literatire je mozné najst’ cely rad réznych implementécii:
AC1 opakovane revidujucpgremenné ak nastala nejaka zmena v unarnych ohranieniach,
AC2 realizujucu iba jednu uaplnu iterdciu cez vSetky premenné [23] Kyevadentny
Waltzovmu filtratnému algoritmu [38]), AC3 pouzivajucu dynamickd frontu uzlov



Cakajtcich na kontrolu [23], AC4 zaloZenU na pojme podpory hodnét premennych hodnotami
inych premennych [27]AC5 v generickom tvare umoziujtcu Specializaciu okrem iného aj na

AC3 a AC4 [37], AC6 naradbajucu s nutnou podporou hodnbét premennych [3], AC6+ [4]
a AC7 [14]zalozené na symetrii ohraniceni a AC8 dekomponujicu problém do série mensich
problémov [20].

Principialny algoritmus AC pre zabezpecenie hranovej konzistencie moZe mat’ podobu
podl'a Programu 1 (fragment realneho kodu v jazyku Common Lisp).

(defun vyhovuju-2-hodnoty-ohraniceniu (prem1 hodnl prem2 hodn2)
(member (cons hodnl hodn2)
(binarne-ohranicenie prem1 prem?2) :test # ‘equal))

(defun vyhovuje-hodnota-premennej (premennal hodnot al premenna2)
(some #'(lambda (hodnota2)
(vyhovuju-2-hodnoty-ohraniceniu
premennal hodnotal premenna2 hodnota 2))
(unarne-ohranicenie premennaz2)))

(defun vyhovuje-hodnota-premennym (premenna hodnota )
(every #'(lambda (premenna2)
(vyhovuje-hodnota-premennej premenna h odnota premennaz2))
(zavisle-premenne premenna)))

(defun AC (&optional (zoznam *zoznam-premennych*))
(unless (null zoznam)
(let ((premenna (first zoznam)) zmena)

(dolist (hodnota (unarne-ohranicenie premenna )
(unless (vyhovuje-hodnota-premennym premenn a hodnota)
(redukcia-unarneho-ohranicenia premenna h odnota)

(setf zmena t)))
(if (not zmena)
(AC (rest zoznam))
(AC (union (rest zoznam) (zavisle-premenn e premenna)))))))

Program 1. Fragment implementacie AC algoritmu.

Algoritmus pracuje so zoznamom premennych, kiiongharne ohranic¢enia je potrebné
skontrolovat’ (a pripadne sprisnit’). Tento zoznam na zaciatku obsahuje zoznam vSetkych
premennych. Postupne sa z neho odoberaji premenné a kontroluje sa ich konzidteseia. A
zmeni unarne ohraniCenie niektorej premennej, do tohto zoznamu su pridané (ak uz z neho
boli odstranené) vSetky tie premenné, ktoré na danej premennej zavisiadmiasom
binarnych ohraniceni. Algoritmus kon¢i aZ sa zoznam vyprazdni.



Kontrola hodnoty unarneho ohrani¢enia nejakej premennej Vi sa dge voci vSetkym
premennym, ktoré su zavislé na ptostrednictvom binarnych ohrani¢eni (iba premenné
viazané binarnym ohrani¢enim s Vi m6zu byt ovplyvnené zmenou C;). Akonahle sa zisti
nekonzistencia hodnoty voc¢i niektorej z tychto premennych, kontrola konéi neuspechom,
pricom kontrola danej hodnoty voc¢i zostavajucim zavislym premennym sa vynecha.

Pri kontrole hodnoty unarneho ohrani¢enia nejakej premennej V; voci inej premennej Vi
sa kontroluje iba dovtedy, pokial' sa nezisti konzistencia. Akonahle sa zisti, kontrola kon¢i
uspechom a kontrola danej hodnoty;z/€Zi ostatnym hodnotam z C; sa vynecha.

Dve hodnoty (jedna z G druh& z § su konzistentné vtedy, ak sa dana kombinacia
nachadza v zozname povolenych dvojic binarneho ohranicenia C;;.

A] PIC algaitmus moze mat viacero poddb s réznou zlozitostou a priestorovymi
narokmi. V literatire je mozné najst’ napr. PIC1 pamitajuici si iba vypustané hodnoty ale
svelkou ¢asovou zlozitostou a PIC2 s optimalnou ¢asovou zlozitostou [7]. Principialna
podoba algoritmu PIC je vel'mi podobna uvedenému AC algoritmu. Rozdiel je iba v tom, ze
funkcia vyhovuje-hodnota-premennym v tomto pripade kontroluje danti hodnotu voci nie
jednej ale dvom premennym, pricom dand hodnota musi vyhovovat' nielen kazdej
z kontrolovanych premennych osobitne (teda je potrebné dvojnasobné volanie funkcie
vyhovuje-hodnota-premennej ) ale aj obom sucasne a teda pribudni dve nové funkcie
vyhovuje-hodnota-dvom-premennym (musi byt najdend aspon jedna kombindcia hodndt
tych dvoch premennych podporujica kontrolovani hodnotwyhavuju-3-hodnoty-
ohraniceniu  (kontrola vo¢i relevantnému 3-arnemu ohraniceniu).

Existujii algoritmy, ktoré umoziuju dosiahnut’ vacsiu redukciu ohrani¢eni ako pontka
nejaky stupen konzistencie, avSak mensiako pontka vyssi stupen konzistencie (je to vlastne
spajanie algoritmov do koopera¢nych schém) [2]. Prikladom jeredukovana konzistencia po
ceste RPC (reduced path consistency) alebo alternativy k-RPC a R@x{R]. RPC
algoritmus pracuje v méde ako AC (porovnava dvojice hodnét premennyah)vasitiacii,
ked’ hodnota premennej V; je konzistentna iba s jednou hodnotou z unarneho ohranicenia inej
premennej Y, dochadza k prepnutiu do modu PC a dana dvojica hgdidhtrolovana, ¢i
moze byt’ konzistentne rozsirena o nejakuhodnotu tretej 'ubovolnej premennej Vi. Ak nejaka
premennd toto rozSirenie neumozZiiuje, na rozdiel od PC algoritmu (ktory by sprisnil
zodpovedajuce binarne ohranienie Cjj) dochada k redukcii unarneho ohranicenia C;
vypustenim povodne kontrolovanej hodnoty.

Na rozdiel od RPC, variant RPC sa prepina do modu PC ked’ hodnota premennej V; je
konzistentna iba s k alebo menej hodnotami z unarneho ohranicenia inej premennej V; (musi
byt moznost’ konzistentného rozsirenia na tri hodnoty aspon pre jednu z hodnét premenne;j
Vj). Alternativa maxRPC sa prepina do modu PC pre vsetky hodnoty unarneho ohranicenia
premennej Yy, s ktorymi je konzistentna skimana hodnota premennej V

Algoritmus by sa podobal algoritmu AC. Rozdiel by bol v tom, Ze vtdopripade
funkcia vyhovuje-hodnota-premennej by nekontrolovala iba ¢i testovand hodnota je
podporovand nejakou hodnotou druhej premenne;j, ale by aj urovala kol’kymi hodnotami je
podporovana. Pri poéte roznom od 1 by sa okamzite rozhodlo o Uspechu alebo nelspechu.
V pripade podpory iba jednou premennou by bola voland nova funidedauju-dve-
hodnoty-premennym  (dvojica hodnot musi byt konzistentnd s kazdou premennou zo
zoznamu vSetkych dalSich premennych), nasledne d’alSia novéd funkcia vyhovuju-dve-



hodnoty-premennej  (dvojica hodndt musi byt’ konzistentna asponi s jednou hodnotou tretej
premennej) a uZz spominawnovuju-3-hodnoty-ohraniceniu.

Okrem spominanych algoritmov je mozné pouzit’ aj tzv. singletonovy konzistencny
algoritmus, ktory pracuje systémom pokus-omyl [8]. Validitu kazdej hodnotyarnom
ohrani¢eni premennej kontroluje tak, ze dané unarne ohrani¢enie z(Zi na prave tato hodnotu
aaplikuje nejaky redukény algoritmus. Ak d6jde v procese redukcii k vyprazdneniu nejakého
ohranicCenia (signalizujicemu neexistenciu rieSenia), kontrolovani hodnotu vypusta, inak ju
ponechava. V zavislosti na tom, aky algoritmus je pouzity na redukciu, je mozné ziskat’ napr.
SAC (singleton & consistency), SPIC (singleton path inverse consistency) ¢i SRPC
(singleton restricted path consistencayl,.

Principialna podoba tohto algoritmu mé tyaxil'a Programu 2 (opét’ fragment realneho
kodu v jazyku Common Lisp).

(defun singleton-test-hodnoty (prem hodnota redukcn y-algoritmus)
(let ((validita-hodnoty t))
(ulozenie-stavu :unarne-ohranicenia)
(nastavenie-unarneho-ohranicenia prem hodnota)
(funcall redukcny-algoritmus)
(when (vyprazdnenie-ohranicenia)
(setf validita-hodnoty nil))
(obnovenie-stavu :unarne-ohranicenia)
validita-hodnoty))

(defun singleton (algoritmus)
(do ((zmena t)) ((not zmena))
(setf zmena nil)
(dolist (premenna *zoznam-premennych*)

(dolist (hodnota (unarne-ohranicenie premenna )
(unless (singleton-test-hodnoty premenna ho dnota algoritmus)
(redukcia-unarneho-ohranicenia premenna h odnota)

(setf zmena t))))))

(defun SAC () (singleton #AC))
(defun SPIC () (singleton #PIC))
(defun SRPC () (singleton #RPC))

Program 2. Fragment implementacie vSeobecného singletonového algaijeho vyuzitie pre implementaciu
algoritmov SAC, SPIC a SRPC.

Je potrebné vSak povedat, ze singletonovy algoritmus realizuje mnohondsobné
opakovanie redukéného algoritmu (pre kazda potencidlnu hodnotu kazdej premennej), ¢o sa



vyrazne prejavi na vypoctovej naro¢nosti. Preto je vhodné pred jeho zaiatkom znizit’ pocet
hodnét premennych, na ktoré bude musiet’ byt’ aplikovany (napr. pouzitim AC).

UkaZzme si ako je moZzné pouzit' popisané algoritmy pre rieSenie ukazkového prikladu
podla Obrazku 1. Ten isty pripad je znadzorneny aj na Obrazkpricom na jednotlivych
pozicidchmriezky st zobrazené unarne ohranicenia jednotlivych premennych (na obsadenej
pozicii existuje ba jedna moznost, na neobsadenej zatial' prichadzaju do uvahy vsetky
moznosti).
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Obrazok 2. Ilustra¢ny problém sunarnymi ohraniéeniami premennych.

Ak sa v takejto situécii pouzije AC algoritmus, tak napr. pie @ebehne redukcia.
Postupne budd vypustené hodnoty: 1 pre chybajucu podpogs 2 €voli Ci4, 4 pre Gz, 5
pre Gg, 6 pre Gs, 7 pre Gg, 8 pre Gz a 9 pre G;. Takymto spdsobom bola;£zredukovana
na jednu hodnotu a nésledne bolo mozné hodnotu 3 vypustit z ohraniceni vSetkych
premennych reprezentujiicim ten isty riadok, stipec a Stvorec ako prislicha:g Vysledkom
bolo orezanie unarnych ohraniéeni podl'a Obrazku 3.

V situacii podl'a Obrazku 3 uz pouzitie AC neprindSa d’alSiu redukciu ohrani¢eni. Ak sa
pouzije naprRPC, tak redukcia unarnych ohrani¢eni méze pokracovat’. Pri skimani hodnoty
8 z G7voci Cy7 sa zistila podpora iba hodnotou 2. Ked’ze podpora bola iba jednou hodnotou,
prepol sa moéd a zacalo sa skumat, ¢i kombindcia 8 z C77 a 2 z G7 je konzistentnd voci
unarnemu ohraniceniu kazdej zo zvy$nych premennych. KedZze z Cg; nebolo mozné danu
kombinaciu hodnoét validne doplnit’ Ziadnou hodnotou, tak hodnota 8 bola vypustena zC
Dalsimi redukciami sG napr. vypustenie 2 zsfC(rovnaky dévod ako bol pre vypustenie 8
z C7), 6 z Gy (v konflikte s aktualnym &), atd’. Postupnou redukciou sa dospeje do situacie
na Obrazku 4.
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Obrézok 3.Tlustra¢ny problém sunarnymi ohrani¢eniami premennych po aplikovani algoritmu AC.

Ak by sa vSak v Obrazku 3 namiesto RPC pouZilo PIC, tak napr. pri skingasa C
kazda hodnota z tohto ohrani¢enia bude kontrolovat’ vo¢i dvojiciam premennych aby sa
overilo, ¢i je s undrnymi ohrani¢eniami tychto premennych konzistentnd. Hodnota 2 bude
vypustena pretoze pri porovnani vo¢i Cy7 a Gz nebolo mozné vybrat' taka kombinaciu
r6znych hodnét tak, aby obe boli rézne od hodnoty 2. Z analogického dévodu bolo potrebné
vypustit’ aj hodnotu 8 z Gy.

Pokracovat’ v redukcii unarnych ohraniceni v situécii ilustrovanej Obrazkom 4 mozno
napr. prostrednictvom algoritmu max-RPC. Pri kontrole validity hodnayCé voci Csg j€
sice tato hodnota podporovana dvomi hodnotamgg &3Sak ani v jednom pripade nie je
mozné rozsirenie o tretiu hodnotu bud’ z Gyg alebo Gy (v zavislosti na pouzitej hodnote z4C
Toto vedie k vypusteniu hodnoty 4 z4CZ rovnakého dévodu dbéjde k vypusteniu hodnoty 4
aj zohranicenia Csg.

Redukcia ohrani¢eni by mala ini podobu, ak by v situacii na Obrazku 4 bol pouzity
algoritmus SAC. Napriklad je mo&nzacat sktimat’ hodnotu 2 v Cy7. Ak by sa Gy
zredukovalo iba na tGto hodnotu, tak pre zabezpeCenie hranovej konzistencie je nutné
redukovat’ Cp9 Na hodnotu 4 (teraz hodnota 2 nema oporyy £Gy na hodnotu 9 (hodnota
2 nema oporu Vv £ a hodnota 4 zase wg. Nasledkom Uprav £ a Gy bude Gg redukovana
na prazdnu mnozinu — a to je signal, Ze poévodny predpoklad (redukaia Godnotu 2) bol
chybny a teda hodnota 2 je odstranen&z Opakovanym pouzitim SAC sa ziska situacia
podl'a Obrazku 5.
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Obrazok 5. Ilustra¢ny problém s unarnymi ohraniéeniami premennych po aplikovani algoritmov AC, RPC a
SAC.



Ak sa v situéciipodla Obrazku 5 pouzije SPIC, tak mozno napedukovat’ Cis ha
hodnotu 4. Nasledné skimanie hodnoty 4 x §b6ésobi jej vypustenie (nebude mozné ju
konzistentne rozsirit' o d’alsie dve hodnoty ak jedna z nich bude brana zsC Podobny osud
postihne aj hodnotu 4 vs§€ a Gs Ak potom sabude uvazovat l'ubovolna hodnota
z aktuélneho &, tak sa nebude dat’ doplnit’ Ziadnou kombinaciou hodn6t z4£a Gs — a teda
Cys sa vyprazdni. Znamend to, Ze prvotné zuzenien@ hodnotu 4 nie je mozné a tato
hodnota je vypustena z£Z Uplne rovnakéhdovodu je nutné vypustit’ z C15 aj hodnotu 1.

Pre porovnanie vykonnosti jednotlivych algoritmov boli pouzité problémy z. [16]
V ponuke bolo 100 uloh v Styroch kategériach obtiaznosti. Ako doplnok bolo pouzitych aj 10
Uloh z [21] zarad’ovanych medzi najtazSie doposial’ objavené instancie daného hlavolamu.
Na zaklade priemerného stupna orezania unarnych ohrani¢eni (a tym padom aj domén
premennych) boli jednotlivé algoritmy zoradené takto: AC < RAZC < max-RPC < SAC
< SRPC = SPIC < Smax-RPC. V tomto pripade t&Gadosiahol najmensi stupen redukcie
a SmaxRPC zase najvacsi. Na danych ulohach RPC mal rovnaku vykonnost’ ako PIC (a teda
aj SRPC ako SPIC). Toto zodpoveda zoradeniu algoritmov napr. podl'a [9]. Rozdiel bol iba
v tom, ze PIC dosahuje minimélne také orezanie ako RPC (teda méze aj vicSie, nielen
rovnaké ako to bolo v naSom pripade).

Na subore 100 uloh z [1@pkazali jednotlivé algoritmy riesit’ problém nasledovne: AC
aplne vyrieSil 23 dloh, RPC a PIC vyrieSili po 46 uloh, max-RPC 56 ulag, Isol tspesny
v 97 pripadoch a SRPC, SPIC a Smax-RPC mali sto percespieiinost’. Pri pouziti [21] boli
vSetky uvedené algoritmy nedspeSnéheei bol dosiahnuty uréity stupeni redukcie, ich
schopnosti redukovat’ ohrani¢enia nestacili ani na jednu z tloh. Prvym tspeSnym algoritmom
bol az DSAC (double singleton arc consistency), algoritmus analogick A& iBaze
redukujici binarne ohranicenia. Tento uz vyrieSil vSetkych desat’ uloh (a taktiez vSetkych sto
Z predchadzajuceho suboru).

4 Stochastické prehl’adavanie v akcii

Existuje pomerne velky pocet algoritmov zaloZenych na stochastickych principoch, ktoré je
mozné pouzit’ pre rieSenie tloh s ohrani¢eniami. Ako priklad pouZijeme evolucné algoritmy
(evolutionary algorithms). Tieto algoritmy tvoria Sirokd skupinu pristupov asmé&torych
jednotiacim prvkom ¢ vyuzivanie principov prirodzené¢ho vyberu a génovej dedi¢nosti (od
snahy presne kopirovat’ tieto mechanizmy cez vyuZzivanie ich zjednodusenych poddb az po

iba vzdialenu inSpiraciu tymito principmi).

Hlavnymi impulzmi (aj ked’ to neboli prvé impulzy v tejto oblasti) pre rozvoj tychto
algoritmov sa na prelome Sest'desiatych a sedemdesiatych rokov stali prace 1. Rechenberga
[30] a H.P. Schwefela [33] oblasti rieSenia optimalizacnych uloh z oblasti hydrodynamiky,
prace L.J. Fogela, A.J. Owensa a M.J. Walshay{X]lasti rieSenia predikénych tloh a prace
J.H. Hollanda [18] z oblasti skimania fenoménu adaptacie v prirode a fjehosp do
umelych systémov. Tieto prace sa stali hybnym momentom pre vznik $arnostatnych
smerov, ktoréa spociatku vyvijali izolovane, neskor v§ak dochadza medzi nimi ku kontaktu
a vzajomnému prelinaniu idei. Nasledkom toho je vznik algoritmov spajajuciki fypické
pre rozne smery. Popisy zakladnych prvkov tychto algoritmov je mozné najst’ on-line napr.
v prehl'adovej publikacii [24].



